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Kapitel 1

Einleitung

Erst einmal vielen Dank fiir das Interesse an der Vorlesung “Frames und Frametheorie”.
Dieses “Skriptum” kann bei Weitem nicht das ganze Themengebiet Frames abdecken,
und soll daher nur als Einfiihrung zu diesem Thema dienen und bestimmte Kapitel der
Frametheorie abdecken.

Eine der ersten Erwéhnungen [7] dieser Klasse von Funktionen geht bereits auf das
Jahr 1952 zuriick, das Paper hat iibrigens 1t. Semantic Scholar 739 Zitierungen am Ok-
toberbeginn. Frames wurden erst so richtig in den 1980ern und 1990ern “populér”, ob-
wohl sie die theoretischen Grundlagen fiir viele Algorithmen in der Signalverarbeitung
bilden, die schon viel frither verwendet wurden. So sind zum Beispiel Spektrogramme, ei-
ne Zeit-Frequenz-Darstellung eines Signals, ein fixer Bestandteil der Signalverarbeitung.
Im Prinzip sind Frames die theoretischen Grundblocke von Spektrogrammen und stecken
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Abbildung 1.1: Zeit-, Frequenz-, und Zeit-Frequenzdarstellung von “Alle meine Entlein”.

auch hinter vielen Algorithmen, mit deren Hilfe Signale (zeit-variant) manipuliert werden
konnen.

Frames sind {iberbestimmte (redundante) Erzeugendensysteme mit speziellen Figen-
schaften. Redundanz ist vielleicht im Zusammenhang mit linearer Algebra und Vek-
torrdumen mit ihren (minimalen) Basen ein wenig ungewohnt, aber Redundanz begleitet
uns durchs ganze Leben (z.B. ist Sprache hochst redundant und erlaubt uns deswegen
auch sehr effizient zu kommunizieren). Redundanz hat den Vorteil der Effizienz und Ro-
bustheit, die mit Hilfe von Framedarstellungen ausgenutzt werden kann. Im Laufe der
Vorlesung wird auch das eine oder andere Beispiel prasentiert, wo das der Fall ist.

Wordiiber soll es also in den néchsten Wochen gehen: Wir beschéftigen uns erst einmal
mit dem endlich dimensionalen Fall. Der ist im Zusammenhang mit Frames zwar noch
nicht so spannend, aber im Endeffekt wird alles frither oder spéter auf diesen Fall reduziert
werden miissen. So richtig interessant wird es dann im unendlichen dimensionalen Fall, wo
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Abbildung 1.2: Beispiel fiir die Manipulation eines Spektrogramms mit Hilfe von Frames

Frames, die eine abzédhlbare Familie von Funktionen sind, ihre Starke ausspielen kénnen.
Wir werden uns hier auf Grundlagen von Frames in Hilbertrdumen beschréinken. Das
erlaubt es, innere Produkte von Funktionen verwenden zu koénnen, und viele Beweise
gehen einfacher.

Als spezielle Klasse von Frames werden wir Gaborframes betrachten, die sich aus
Verschieben und Modulieren eines fixen Fensterfunktion g € L*(R) zusammensetzen und
die in der Anwendung eine relativ groffie Verbreitung haben. Aber nachdem es natiirlich
klar ist, dass mit Funktionen in L?(R) praktisch schwer zu arbeiten ist, wird auch noch
darauf eingegangen, wie wir von Gaborframes in L?(R) auf Frames in C¥ kommen. Am
Ende des “Skriptums” gibt es auch noch einen kleinen Anhang, der einige Dinge aus der
Linearen Algebra und aus der Funktionalanalysis in Erinnerung rufen soll, z.B. was ist
ein Hilbertraum, wann darf ich Integration und Summe vertauschen, und dhnliche Dinge.

Noch eine kleine Warnung: Es hat sich in den néchsten Seiten sicherlich der eine oder
andere kleine Fehler eingeschlichen.



Kapitel 2

Endlich dimensionale Vektorraume

Im Folgenden wollen wir davon ausgehen, dass V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum
mit einem inneren Produkt (.,.) ist.

2.1 Basen und Frames
Definition 2.1.1 (Basis). Eine Folge {ey}7, heifit Basis, wenn:

1. Jedes Element von v € V kann mittels einer (endlichen) Linearkombination von

{e;}, dargestellt werden, d.h. v = "> v;e; und V = span{e;}1",,
i=1

2. Die Basiselemente {e;}I", sind linear unabhingig, d.h. wenn Y " c;e; = 0 folgt,
dass ¢; =0 fiur alli=1,...,m.

Gilt dariiber hinaus, dass

1 wenni=j
0 wenni+#j

(€1, €5) = 015 = {

wird {e;}", eine Orthonormalbasis genannt. In diesem Fall gilt fir jedes f € V . f =

> (frei)ei

=1

Definition 2.1.2 (Frame). Eine abzihlbare Familie von Vektoren {¢}rer in V ist ein
Frame, wenn es zwei konstanten A, B > 0 gibt, sodass

ANFIP <Y 1(fon) [P < BIIFIP VS €V

kel

Die Konstanten A und B heiffen untere und obere Frameschranken.
Gilt dariber hinaus, dass

e A= B, so wird der Frame A-tight genannt,
e A= B =1, so wird bilden die {¢x}rer einen Parseval Frame genannt

e cine Konstante ¢ existiert, sodass ||¢x|| = ¢, Vk = 1,...,m, so heifit der Frame
Equal-Norm Frame
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e (nur) die obere Framebedingung, so sprechen wir von einer B-Bessel Folge, oder
kurz Bessel Folge.

e Gilt fiir alle Elemente des Frames ||¢y||* = 1, heifit der Frame normalisiert

Bemerkung: Die Definition von 'Normalisiert’ ist nicht eindeutig in der Literatur.
Einige Autoren benutzen auch die Bezeichnung 'normalisierter tight Frame’ fiir einen
tight Frame mit A = 1.

Bemerkung: In den obigen Definition ist I eine abzéhlbare Indexmenge. In diesem
Kapitel werden wir in der Regel immer endliche Frames betrachten, d.h. I = {1,...,m}.

Bemerkung: Fiir endliche Frames {¢;}7, ist die obere Framebedingung immer

durch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erfiillt. Die untere Framebedingung ist ge-
nau dann erfiillt, wenn span{¢y}7, = V.

62 ‘i\
“ s fo

Abbildung 2.1: Beispiel fiir eine Basis (links) und einen Frame (rechts) in 2D.

Beispiel: Als Beispiel fiir einen Frame in 2D benutzen wir den s.g. Merzedes-Benz

Frame: s s
270 2 ([ V3 2 3
o1 = §(1>,¢2: g(f%>,¢3:—\/;( )

Fiir diesen Frame lasst sich sehr leicht iiberpriifen, dass

l\')lb—‘l\?l

3
Z ’ <f7¢k> ’2 = Hf”27

k=1

d.h. dieser Frame ist sogar ein Parzeval Frame, d.h. A= B = 1.

Theorem 2.1.3. Sei {¢r}7, eine Folge im Vektorraum V. Dann ist {¢r}1e, ein Frame
fir W = span{¢p} 7.

Beweis. Wir kénnen einmal sicherlich voraussetzen, dass es mindestens ein ¢, gibt, das
nicht 0 ist. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

Do) P <D IRl = BILfIP
k=1 k=1
also ist die obere Bedingung erfiillt.
Die Einheitssphére in W ist kompakt, also gibt es ein Element g € W mit

A=) [(9,¢) |2=inf{2|<f,¢k> 2 fe W]l =1} >0,
k=1

m
k=1
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denn wiire A = 0, miisste auch (g, ¢x) = 0 sein, und damit ist g € W+. Fiir f nicht auf
der Einheitssphére gilt

m

D oo 1P =Y (/AL o) PISIE = AllFIP.

m
k=1 k=1

]

Damit folgt natiirlich auch, dass {¢x}}; genau dann ein Frame fiir V' ist, wenn
V' = span{¢y}}7" . Der grofe Unterschied zwischen Frame und Basis besteht also in der
Tatsache, dass zwar mit beiden Familien jedes Element in V' darstellen kann, dass aber
die Darstellung mit Hilfe eines Frames nicht notwendigerweise eindeutig sein muss. Ist
die Darstellung eines Vektors mit Hilfe eines Frames nicht eindeutig, so sprechen wir von
einem redundanten (= overcomplete) Frame.

Wie wir spéter sehen werden, erlaubt uns aber ein Frame sogar die Bestimmung der
Koeffizienten einer Darstellung. Nachdem die Koeffizienten im Vergleich zu einer Basis
im Allgemeinen aber nicht eindeutig sind, erlaubt uns ein Frame mehr Flexibilitét.

2.1.1 Weitere Beispiele

Betrachten wir einen N-dimensionalen Hilbertraum H" mit orthonormaler Basis {e;} ;.

1. Das System (ey,0,e2,0,...,en,0) bildet einen Parseval Frame
2. Das System

€2 €2 €3 €3 €3 EN EN
Cly, — =y — =y — =, — =, ——=

ist ebenfalls ein Parseval Frame fiir H.

3. Sei {e/}¥, eine zweite orthonormale Basis. Dann ist das System (eq, €], €2, €5, ..., en, €y

ein 2-tight Frame mit 1-Norm. Allgemein, ergibt die Vereinigung von L orthonor-
malen Basen einen L-tight Frame.

2.2 Analyse-, Synthese- und Frameoperatoren

Im Zusammenhang mit der Zerlegung von Vektoren (bzw. Signalen) in die Komponenten
einer Framedarstellung (= Analyse), bzw. im Zusammenhang mit dem Zusammensetzen
von Koeffizienten (Synthese) zu einem Element des Hilbertraums gibt es fiir jeden Frame
drei wichtige Operatoren, die mit ihm in Verbindung stehen:

Definition 2.2.1. Sei V' ein Vektorraum. Fir einen Frame {¢}7, kénnen wir die
folgenden drei Operatoren definieren:

Der Syntheseoperator 7': C" — V, der einem Koeffizientenvektor ¢ = {c}i, ein
Element aus V' zuordnet:
Tc:= Z Ck¢kz~
k=1

/

)
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Der Analyseoperator (Pre-Frame) T* : V — C™, der einem Element f € V einen
Koeffizientenvektor zuordnet:

T"f={{f,ou)}its, VFEV

Der Frameoperator S :V — V., der sich aus der Kombination von Analyse- und Syn-
theseoperator ergibt

Sf=TTf =Y _(féx) b
k=1

Bemerkung Die Bezeichnungen fiir Analyse- und Syntheseoperator variieren dum-
merweise von Veroffentlichung zu Versffentlichung. Manchmal werden Analyse und Syn-
theseoperatoren mit C' und D bezeichnet, manchmal tauschen die Rollen von 7" und T,
wéahrend die Benennung in einer anderen Verdffentlichung genau umgekehrt ist. Wir wol-
len uns hier an die Konvention von [4] halten, und benutzen 7" fiir den Syntheseoperator.
Was aber auf jeden Fall gilt, ist die Tatsache, dass der Syntheseoperator die adjungierte
Funktion zum Analyseoperator ist und umgekehrt.

Eine Motivation fiir diese Nomenklatur, die als Eselsbriicke dienen kann, ist, dass
wenn wir die einzelnen Framevektoren “nebeneinander” schreiben

T=(¢1 ... o)
dann ergibt sich der Syntheseoperator T{c}”_; aus dem Produkt Tc.
Lemma 2.2.2. Sei {¢}], ein Frame in V. mit Analyseoperator T*. Dann gilt:
() 1T fIP =320 [ (o) I, VfeV.
(i1) T ist der adjungierte Operator zu T*.

Beweis. Der erste Teil ergibt sich aus der Definition von T™. Fiir den zweiten Teil be-
trachten wir die Vektoren c € C™ und f € V

n

(T")c, ) =(c,T"f) = ch fror) = ch o, ) = (T'c, f)

k=1 k=1
O
Theorem 2.2.3. Sei {¢p}72, ein Frame fir V. mit Frameoperator S. Dann gilt folgendes
(1) S ist selbst adjungiert und invertierbar,

(ii) Fir jedes f € V gilt:
F=Y (f£.5 )y b= (f dn) S on,
k=1 k=1
(iii) Wenn f € V auch eine Darstellung f =", | cx¢y besitzt, gilt

Z len]? = Z | {f.5 o) | + Z o — (.S on) |
st =1 st
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Beweis. Dass S selbst adjungiert ist, ist eine Folge seiner Definition aus Analyse- und
Syntheseoperator. Sei nun f € V mit Sf = 0. Dann gilt

0=(Sf, f) = Z|f¢k ,

was wegen der (unteren) Framebedingung nur heien kann, dass f = 0. Somit ist S
injektiv. Damit ergibt sich aber, dass S* = S auch surjektiv ist.
Nun gilt aber, dass

m

=88 =TT f =Y (S, dn) o =Y {f, S ") &
k=1

k=1

Fiir den zweiten Teil der Identitdt benutzen wir einfach, dass f = S~1Sf ist.
Fiir den letzten Teil nehmen wir an, dass es eine zweite Darstellung von f durch die
Frameelement gibt: f = 3", cx¢y. Betrachten wir fir k =1,...,m

Cp = Cp — <f7 S_1¢k> + <f>S_1¢k>-

Nachdem f auf zwei Arten zusammengesetzt werden kann, gilt

F=F= (ex—{f.5 o)) = T{ex — (£, S )}y =0
k=1

also liegt (cx — (f, S ¢)) im Kern N (T') des Syntheseoperators T'.

AuBerdem wissen wir, dass (f, S~'¢p) = (S71f, ¢x) im Wertebereich R (T™*) des Ana-
lyseoperator T* liegt. Weil T* und T' zueinander adjungiert sind, gilt N (()T) L R (() T%)
und

Y lenl® = et iml? = e it = {0 87 ) el P + IH(f. 57 i) Vil P

]

Nachdem wir endlich dimensional sind, folgt daraus auch gleich, dass wenn {¢x}",
ein Frame ist, auch {S™1¢;}7", ein Frame ist, im speziellen sprechen wir hier vom kano-
nischen Dual Frame.

Definition 2.2.4 (Dualer Frame). Sei {¢x}}, ein Frame fir V mit Frameoperator S.
Ein Frame {4}, fir den

F=> (fn) o= (f.én)v
k=1 k=1

qilt, wird dual Frame genannt. Wenn dariber hinaus v, = S '¢p, k = 1,...,m gilt,
sprechen wir vom kanonischen Dual Frame.

Bemerkung Nachdem ein Frame redundant sein kann, kann ein Frame mehrere duale
Frames besitzen. Der kanonische Dual Frame hat die Eigenschaft, dass die Framekoef-
fizienten, die mit seiner Hilfe berechnet werden, unter allen moglichen Koeffizienten die
kleinste /5-Norm besitzen.
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Beispiel 2.2.5. Im R? bilden die Vektoren

ow=(0)e=( L) e=(1)

einen Frame mit Frameoperator
30
5= ( - ) _

Der kanonische duale Frame ergibt sich dann aus

Ve = ( 163 ) s Pea = ( _11/?2 ) Ve = < —11/?2 ) '

Es Léasst sich aber auch ganz leicht nachrechnen, dass

o= () swrm () (32)
cor= (e () ()

die Darstellungsformel erfiillen, und somit andere duale Frames sind.

und

Wie schon bei (orthonormalen) Basen, konnen Frames auch einfach zur Definition von
Projektionen verwendet werden.

Theorem 2.2.6. Sei {¢}7", ein Frame fir eine Unterraum W eines Vektorraums V.
Die orthogonale Projektion von V' auf W ist dann durch

m

Pf=> (f.5" ) o

k=1
gegeben

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass Pf = f,Vf € W und dass Pf = 0,Vf € W+. Die erste

Bedingung ist klar, wegen der Darstellungsformel fiir Frames, und die zweite Bedingung
ergibt sich, weil S und somit S~! eine bijektive Abbildung von W — W ist, womit
S_l(bk e W gilt. O

2.2.1 Tight Frames

Zur Erinnerung: Ein Tight Frame ist ein Frame, bei dem unter und obere Frameschranke
gleich sind. Dadurch haben diese Frames einige angenehme Eigenschaften.

Theorem 2.2.7. Sei {¢p}7, ein Tight Frame fir V mit Frameschranke A. Dann gilt
S = Al, wobei I die Identitdt ist, und

1 m
f= Z;U,mm,vmw
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Beweis.

(5=ADJ, ) =

=1

f br) O, f >—A||f||2

Il
MS/\

(f, on) (Dns £ — Al FI)?

B
Il

1

[ (f. 00 " = AllfIIP =0

I
NE

T

1

weil {¢p}7, ein Tight A-Frame ist. Mit dem folgenden Lemma ergibt sich dann, dass
S—AI =0. O

Fiir den Beweis haben wir ein kleines Lemma genutzt, das ohne Beweis hier angefiihrt
wird:

Lemma 2.2.8. Sei U ein linearer, selbst-adjungierter Operator mit
(Uf.f)=0 Vf €V.
Dann gilt U = 0.

Beweis. Nehmen wir einmal an, dass V' ein komplexer Hilbertraum ist. Dann gilt

4Ufg9)=Uf+9), f+ag) —USf—9),f—9 +
+iU(f +1g), f +ig) —1(U(f —ig), f — ig)

und damit gilt (Uf,g) =0,Vf,g € V, wenn (Uf, f) = 0,Vf € V und somit U = 0.
Fiir eine reelen Hilbertraum benutzen wir die orthonormale Basis {e;}¥,. Fiir belie-
bige Indizes 7,5 € 1,-, N gilt:

(U(e; +¢€j),ei +e;) = (Uei,e;) + (Uei,e5) + (Uej, e;) + (Uej, e5) =
= (Uei, ei) + (Ues, ¢5) + (€3, Uey) + (Ue, €5)

Unter der Annahme, dass U selbstadjungiert ist, folgt dann, dass
(Uej,ej) =0, Vi,j=1,...,N,
und somit die Behauptung. O]

Bemerkung: Im rellen Fall ist die Voraussetzung der Selbstadjungiertheit wichtig.
Als Gegenbeispiel kann hier die Rotation um 90 Grad dienen.

Bemerkung: D.h. tight Frames haben die angenehme FEigenschaft, dass das kano-
nische Dual eine skalierte Version des Frames ist, und der Frameoperator nicht explizit
invertiert werden muss.

Bemerkung: Ohne Beweis: In einem Vektorraum mit Dimension n kann jeder Frame
durch Hinzugeben von n — 1 speziell gewéhlten Vektoren zu einem tight Frame trans-
formiert werden. Die Idee dahinter beruht auf der Tatsache, dass der Vektorraum eine
orthonormale Basis aus Eigenvektoren {e;}? , zum Eigenwert \; des Frameoperators S
besitzt. Definieren wir nun hy = /A1 — A\, e kann gezeigt werden, dass die Vereinigung
{on}iy U {hg iy ein tight Frame ist.

In endlich dimensionalen Rdumen konnen wir Operatoren leicht mit Matrizen identi-
fizieren
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Theorem 2.2.9. Sei {¢x}i, ein Frame mit Frameoperator S fir einen Vektorraum V
mit Dimension dim(V') = n. Dann gilt

(i) Die optimale untere und obere Frameschranke ergeben sich als der kleinste, bzw
grofite Eigenwert von S,

(ii) Seien {\;}I, die Figenwerte fiir S mit ihrer dementsprechenden Vielfachheit. Dann
gilt

> oxi=> el
i=1 k=1
(111) Ist {¢r}, ein tight Frame und ||¢x|| = 1 fir alle k, so gilt A==

Beweis. Nachdem S selbst adjungiert ist, wissen wir aus der linearen Algebra, dass V' eine
orthonormale Basis besitzt, die sich aus den Eigenvektoren {e;}?_; von S zu den Elgenwert

{A\i}1, zusammensetzt. Nachdem {e;}!" ; eine orthonormal Basis ist, gilt f = Z (f,ei)e;
i=1

und Sf = > (f.e;) Se; = 35N (f,ei)e;. Dann gilt auch - | (f,éx) [* = (Sf. f) =

' i=1 k=1

=1

STl (S, €i) |? und somit
=1

)\min‘|f”2 Z fa (bk ~ maXHfHZ'
k=1

Somit ist einmal gezeigt, dass die beiden Eigenwerte Frameschranken sind, weil .S ein

positiver Operator ist. Dass sie optimal sind, ergibt sich, wenn wir fiir f die jeweiligen
Eigenvektoren benutzen.

Fiir den zweiten Teil verwenden wir, dass

Z)‘i:ZAiH%HZ:ZAi <ei7€i> :Z Sezaez Z| em¢k
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 k=1

Wir vertauschen nun die Summationsreihenfolge, und weil bei einer Orthogonalbasis
die Norm einer Funktion durch die Norm der Koeffizienten ihrer Darstellung durch die

Basis ersetzt werden kann, folgt Z \ = Z || de||*.

Damit folgt aber auch fiir einen tight A Frame, der auch normalisiert ist, dass

nA = Zl)\i = kZH(pkH? = m.
= =1

2.2.2 Frames in C"

Wenn wir iiber endlich dimensionale Vektorrdume sprechen, kommen wir nicht um die
Réaume R™ und C" herum, die die klassischen Beispiele fiir endlich dimensionale Rdume
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sind. In diesem und den folgenden Abschnitten wollen wir uns mit C” mit innerem Pro-

dukt

(e.d) = ek fdy) = S ads
i=1
beschéftigen. Die dementsprechende Theorie fiir C™ ldsst sich jedoch leicht auf R™ iibertragen.
Erinnern wir uns an die lineare Algebra und die Verbindung zwischen Basen, Matrizen
und linearen Operatoren. Betrachten wir um Beispiel einen Operator O : C* — C™ und
die jeweiligen kanonischen Basen {e;}7_; und {&;}7., in den jeweiligen Réumen, so gilt

n

O(V) =0 (Z vieZ) = Z O(ei)vi = Z (Z <O<e7,),éj> éj> (4

i=1 j=1
bzw. in Matrixform mit der m x n Matrix O

(O(e1),&1) - (Ofen), &1)
Ov = : : V.

(O(e1),en) -+ (Oen), en)

Etwas dhnliches ist natiirlich auch mit Frames moglich. Betrachten wir zum Beispiel
einen Frame {¢ }7-; mit Syntheseoperator 7', so ldsst sich T’
durch die n x m Matrix

I
T = ¢1 ¢2 o ¢m
I I

darstellen.

Nachdem Synthese- und Analyseoperator zueinander adjungiert sind, ergibt sich die
Matrix fiir den Analyseoperator 7% durch T#. Als die Kombination beider Operato-
ren kann dann der Frameoperator S durch die n x n dimensionale Matrix S = TTH
reprisentiert werden.

Dariiber hinaus, lasst sich zeigen, dass sich ein Frame {¢x};~; in C" als Projektion
einer Basis in C™ auf C" ergibt:

Theorem 2.2.10. Sei {¢}i, ein Frame' fir C". Dann gilt:

(i) Die einzelnen Frameelemente ¢p konnen als die ersten n Koordinaten von Basis-
vektoren in C™ interpretiert werden,

(11) Ist {px iy tight, kann das Frameelement ¢y durch die ersten n Koordination einer
orthogonalen Basis fiir C" dargestellt werden.

Beweis. Wenn wir den Analyseoperator T* : C" — C™, T*c = {{(c, ¢p.) }7*, = {pc}?,,c €
C" betrachten, so kénnen wir T auch als iiber Matrix T darstellen:
— 3 —
TH _ - ¢2 -
- 57” -

'Damit folgt aber auch implizit, dass m > n.
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Nachdem {¢,}7, ein Frame ist, folgt aus der untereren Framebedingung, dass THc = 0

nur dann gilt, wenn 0 = |[|Tfc|]?> = > | (c,¢r) |? also wenn ¢ = 0 ist. Also sind die
=1

Spalten von T# linear unabhingig, und sie kénnen durch Hinzufiigen von m—n geeigneten
Vektoren auf ein linear unabhéngiges System der Dimension m erweitert werden. Diese
Vektoren kénnen zum Beispiel durch die Basis des orthogonalen Komplements vom C”
in C™ gebildet werden.

Fiir einen tight Frame gilt, dass TT* = S = AI, wobei I die Identitdt in C* und A
die untere Frameschranke sind. Das bedeutet, dass die Spalten von T ein orthogonales
System bilden, das mit Hilfe einer orthogonalen Basis vom orthogonalem Komplement
von span{T} in C™ zu einer Orthogonalbasis fiir C™ erweitert werden kann O

Umgekehrt kénnen wir uns natiirlich auch die Frage stellen, wann die Spalten einer
m x n Matrix einen Frame fiir C" bilden:

Theorem 2.2.11. Sei A eine m x n Matriz mit komplex-wertigen Eintrdgen. Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Konstante A > 0 mit
Alle|l* < [|Ac]]?, Ve € C™.

(ii) Die Spalten von M bilden eine Basis fir ihre linear Hiille in C™
(i1i) Die Zeilen der Matrix sind ein Frame fir C"

Beweis. Sei g; € C™ durch die j—te Spalte von A gegeben. Dann gilt

n n
AY e < llAel® =11 Y gl
i=j J=1

Damit folgt aber, dass die Spalten linear unabhéngig sind, weil

Z Aijcj

Jj=1

2
= [|Ac|]* = Afle]f* — [[e]| = 0

m

n n
0= cigi > 0=1> gl =>
j=1 J=1

i=1

Betrachten wird nun die k-te Zeile von A als Vektor ¢, € C", so gilt

n 2
E Agjci| =

j=1

m

Allell® < [|Acl> =)

k=1

> low ), VeeCh

m
k=1

und somit ist die untere Framebedingung fiir {¢y }7- ; erfiillt, und damit bilden die { ¢y }3-,
bereits einen Frame in C". O

Damit folgt auch ein netter Zusammenhang zwischen Spalten g und Zeilen ¢y

Korollar 2.2.12. Sei A eine m x n Matriz mit komplex wertigen Eintrigen. Die Zeilen
Or, k= 1,...m bilden genau dann einen Frame, wenn fiir die Spaltenvektoren g;,j =
1,....n

Allell> < 1> ejgill* < Blle|?, VeeC
j=1
mit A, B > 0 gilt.



2.2. ANALYSE-, SYNTHESE- UND FRAMEOPERATOREN 17

2.2.3 Ein Beispiel: DFT

Ein wichtiges Werkzeug in der Akustik ist die diskrete Fourier Transformation (DFT).
Mit ihrer Hilfe konnen abgetastete Signale vom Zeitbereich in den Frequenzbereich trans-
formiert werden, um sie so besser untersuchen zu kénnen.

0. : w . 1400

1000

DFT(f)|

600

200

-0.2
0 5 10 15 20 0 100 200 300
Zeit Frequenz

Abbildung 2.2: Zeitdarstellung eines Signals und die Frequenzdarstellung mittels DFT

Bemerkung: So ganz nebenbei, bei der DFT handelt es sich als Abbildung von C* —
C" nur um eine Annéherung der Fouriertransformation. Der Einfachheit halber nehmen
wir einmal an, dass die Abtastgitter sowohl im Zeitbereich als auch im Frequenzbereich

gleiche Léange haben.

Definition 2.2.13. Sei f = (f[0], f[1],..., f[n — 1]) € C". Die diskrete Fouriertransfor-
mation F : C" — C" : F = F(f) ist definiert als

n—1

Fljl = flkle™*r  j=0,1,....n—1,

k=0

Die inverse Transformation ist durch

i
L

F[kf]@Qﬂ—ijk/n.
0

S|

flil = (F'F)lj] =

i

gegeben.
Definieren wir nun

1 (17 627ri(k—1)/n’ e47r1(k—1)/n

ek:%

so bilden die e eine orthonormale Basis (= diskrete Fourier Basis) fir C", d.h. jedes
Element aus C" hat eine Darstellung

e27ri(n—1)(k—l)/n)

g e ey

n

f=) (fedex

k=1

Auf gleiche Art konnen wir aber auch einen (tight) Frame fiir C* definieren:
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Theorem 2.2.14. Seien m > n und {¢x i, € C" durch

b = 1 (1, e2mitk=n/m ’627ri(n—1)(k—1)/m)—r’ k=1,....m

vm

gegeben. Dann ist {¢pg }1e, ein tighter, redundanter Frame in C™ mit Frameschranke A = 1
und ||ox||* = n/m fiir alle k

Beweis. Der Raum C™ kann als Unterraum von C™ interpretiert werden, und es gibt
eine orthogonale Projektion P : C™ — C". Betrachten wir {e,}}, als Basis von C™
und ¢, = Pey, als Bild der orthogonalen Projektion. Nachdem {ej}}", eine orthonormale
Basis ist, gilt fiir jedes f € C* C C™:

IEIP =D [(Fen) P =D [(P(E)en) [P = [ (£, Plen) [P =Y [ {£, 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
weil die orthogonale Projektion per Definition selbst adjungiert ist. O]

2.2.4 Frames in C", Pseudoinverse und SVD

In den vorigen Abschnitten haben wir gesehen, wie Frames in C" {iber Matrizen darge-
stellt werden konnen, und es ergibt sich natiirlich die Frage, wie es denn mit den dualen
Frames aussieht, womit wir schon bei Begriffen wie (Moore-Penrose) Pseudoinverse und
Singuldrwertzerlegung angekommen sind.

Theorem 2.2.15 (Singuldrwertzerlegung). Fiir eine nxm Matriz H, mit r = Rang(H) >
1 existiert eine Zerlequng der Form

H = USV",
wobet 'V eine unitdre m x m Matriz, U eine unitdre n X n Matrix sind und
X 0
= (4 0)

eine m X n Matriz mit ¥ = diag(c?,...,0?) ist. Die Pseudoinverse H' von H ist dann

durch
H' = vs~'u”,

10
-1 __
(%)

mit S = diag(%, ..., %) definiert wird
1 ™

gegeben, wobei die n X m Matrix

Mit dieser Definition sind auch die Bedingungen erfiillt, die Penrose fiir eine Pseu-
doinverse gezeigt hat

e HHHH=H

e HHH' = Hf
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e (HH)” =H'H
e (HH")” = HH'
Zusétzliche nette Eigenschaften sind z.B.:

e Bei vollem Spaltenrang, d.h. rank(H) = n < m, gilt:

— HYH ist invertierbar
- Hf = (HHH)’lHH
~-HH=I,.

e Bei vollem Zeilenrang rank(H) = m < gilt:

— HH? ist invertierbar
_ Hf — HY(HH")"!
— HH' = L,

e H'y die Losung mit minimaler Energie des Minimierungsproblems

min || Hx — y||s.
X

Mit dem letzten Punkt kommen wir wieder in Richtung Frames.
Zur Erinnerung:

e Schreiben wir die Elemente eines Frames {¢x}7, als Spalten in eine Matrix, be-
kommen wir eine Matrixdarstellung des Syntheseoperators T

e Der Analyseoperator 1™ ergibt sich dann aus der transponierten dieser Matrix
e Fiir den Frameoperator S = TT* gilt dann S = TTH.

e Elemente 9, des kanonischen Dualframes wurden iiber die inverse des Frameopera-
tors definiert: ¥, = S™1¢y.

e Benutzen wir wieder die Matrixschreibweise, konnen Elemente des dualen Frames
in den Zeilen von T aufgelistet werden

T=S"'T=(TT")"'T = (TH",

bzw.
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Beispiel:

Nehmen wir als Beispiel den Merzedes Benz Frame

V3 V3
D3 (V% Y
S\1 =3 —3
Die Pseudoinverse dazu ist
0 2
3 1 3
D' = 3 73 T3
1 _1
/3 3

und
3 0 1 1 \/7‘5’ 1 1 _\/Tg
;<C,¢k>¢k: ( %U2 ) + (ﬁa—g@) ( _% ) + <—ﬁ01—562> < _% ) =

:(2).

Die Konstruktion der Pseudoinversen iiber die Singuldrwertzerlegung erlaubt uns aber
auch noch, die Konstruktion anderer “Inversen” und damit die Konstruktion anderer
dualer Frames. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die n xm Matrix T maximalen
Rang n hat, wobei m > n. Das heifit, die Singularwertzerlegung von T ist durch

T=U(X 0)V¥

gegeben, und fiir die Pseudoinverse wird die Matrix

(%)

verwendet, wobei ¥ eine n x n Diagonalmatrix ist. Anstelle der Matrix S™! diirfen wir

aber auch die Matrix
2—1
s =)
P

verwenden, wobei P eine (m — n) X (m — n) Matrix ist, weil

Z_l

TT,L =USVAVS;'U"=U (3% 0)L, ( b

) U = UL, U" =1,.

Die Redundanz eines iiberbestimmter Frame bedeutet ja im Prinzip, dass zur Darstel-
lung eines Elements des Vektorraums mehr Vektoren verwendet werden konnen, als not-
wendig wiren. Aber was bedeutet “mehr als notwendig”, bzw. wieviele Elemente konnen
aus einem redundanten Frame entfernt werden, damit die restlichen Frameelemente im-
mer noch einen Frame bilden?

Theorem 2.2.16. Sei {¢x}i-, ein normalisierter Frame in C* (mit n < m) mit unterer
Frameschranke A > 0 und sei I eine Indexmenge I C {1,...,m} mit |I| < A. Dann ist
die Familie {¢}rer ein Frame in C* mit unterer Schranke A — |I|.
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Beweis. Um die Sache einfacher zu machen, nehmen wir einmal an, dass I nur aus einem
Index k' besteht. Dann gilt

YK =D 1o = 1) = AILAP = 1 1Pllow]l® = (A = DIIFIP
k=1

kgl

2.2.5 Frames und Redundanz bei der Rauschunterdriickung

Angenommen wir wollen ein Signal f (z.B. ein Vektor fixer Linge) vom Sender & zum
Empfénger £ mit Hilfe eines Frames {¢ }}-; schicken. Das Signal f wird mit Hilfe von
{ox }i, analysiert und die Framekoeffizienten ¢, = (f, ¢x) nach £ geschickt, wo das Signal
wieder zusammengesetzt wird:

=Y (f.06) S b
k=1

Nehmen wir zusétzlich noch an, dass auf dem Weg von S nach £ das Signal gestort wird,
d.h. am Empfanger kommt nicht ¢, an, sondern ein verrauschtes Signal ¢, = ¢, + g,
wobei vorausgesetzt wird, dass die 7, voneinander unabhéngige eine Zufallsvariablen mit

E(ne) =0, E(nen,) = 0”0k

sind. Wird das Signal beim Empfénger wieder zusammengesetzt, erhalten wir also

m

F=>aS"on=> ((f,ox) +m)S o= [+ Y S "¢n
k=1 k=1

k=1

und den (stochastischen) Fehlervektor A := f — f. Betrachten wir die mittleren quadra-
tische Abweichung erhalten wir

MSE = lJE (||f fll ) (<Z"’€S d)'“’znk/s ¢k>)

k'=1
m m
1

Z—ZZ (i) (S~ i, S~ ¢>k’>_—0 ZHS L] (2.1)

m
k=1 k=1

Ziel ist es nun, eine Frame zu konstruieren, mit dem der Fehler Gl. (2.1) moglichst klein
gehalten werden kann. Ganz nebenbei bemerkt, bei einer Orthonormalbasis {e;}7_; wire
dieser Fehler immer MSE = 02, bei einem Frame gibt es zumindest die Hoffnung, dass
sich einzelne Komponenten aufheben kénnen.

Theorem 2.2.17. Sei {¢r}7, ein normalisierter Frame in R™ mit fiz vorgegeben m und
n. Die mittlere quadratische Abweichung ist genau bei tight Frames am kleinsten.

Beweis. Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte zum Frameoperator S von {¢y}7.,, dann gilt

SN =) el =
j=1 k=1
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Betrachten wir den kanonischen Dualframe {S™ ¢}, so hat der duale Frameoperator

die Eigenwerte )\i, . /\ , und die mittlere quadratische Abweichung ergibt sich aus

11
MSE = =Y —. 2.2
S n;Aj (2:2)

Anstelle das Minimum fiir Gl. (2.2) zu suchen, 16sen wir folgendes Problem: Finde

1
STt

max

(2.3)

unter der Bedingung, dass > A\; = m. Bis auf eine Konstante beschreibt Gl. (2.3) den
i=1
harmonischen Mittelwert, der immer kleiner als der arithmetische Mittelwert ist, d.h.

Z" %_ Z)\l, (2.4)

wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn alle A; gleich sind. Das lésst sich am einfachsten
mit Hilfe der Cauchy-Schwarzen Ungleichung zeigen. Seien A := (v/A1,...,v/A,)" und

Ati= <\/L)\T’ A \/TL> Dann folgt

n® = [ (A AT [P < [JAJP|IATH.

Das Maximum in Gl. (2.4) wird also erreicht, wenn all \; den gleichen Wert \; =
™ haben. Das heif}t, der Frame muss tight sein, und die kleinste mittlere quadratische
Abweichung ergibt sich durch:

R | n
MSE = — Y — = —¢?
njzl)\j ma

Je mehr Element der Frame {¢y}7%, besitzt, d.h. je redundanter er ist, umso kleiner wird
die mittlere Abweichung. O

2.3 Einige Fakten iiber Frames

e Ein Frame in einem endlichen dimensionalen Raum kann zwar unendlich viele Fra-
meelement besitzen, aber sobald alle Frameelement nach unten beschriankt sind,
kann der Frame nur endlich viele Elemente besitzen

o Sei {¢p}7, ein Frame fiir C". Dann sind die 2m Vektoren, die aus Real- und
Imaginérteil von {¢x}i-; bestehen, ein Frame fir R™.

o Sei {¢y}7, ein Frame fiir einen Vektorraum V' und P die orthogonale Projektion
von V' auf einen Unterraum W. Dann ist {P(¢x)}ie, ein Frame fir W.

e Ein endlicher normalisierter, tight Frame hat eine Frameschranke A > 1,ist A =1
ist der Frame eine orthonormale Basis.



Kapitel 3

Unendlich dimensionale Raume

3.1 Das Setting

Im Folgenden nehmen wir immer an, dass wir uns in einem seperablen Hilbertraum H
befinden, d.h.:

e Es existiert ein inneres Produkt.
e Der Raum ist vollsténdig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert.
e Es existiert eine abzéihlbar grofle, dichte Teilmenge, die H aufspannt.

o s existiert eine orthonormale Basis von H.

3.2 Folgen, Reihen und Konvergenz

Wenn wir von endlich dimensionalen Rdumen auf unendlich dimensionale Rdume sprin-
gen, sollten wir uns ein wenig iiber die Konvergenz von io: cp @i lberlegen. Betrachten
wir eine Folge {¢x}72 so definieren wir Konvergenz dmrcl’:l::1
Definition 3.2.1. Fine Folge ¢ konvergiert gegen f wenn
I|f — ¢l = 0, wenn k — oo.
Fine Folge heifst Cauchyfolge, wenn es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, sodass
|z — z4|| < e wenn k, 0> N.

Eine Banachraum ist ein Vektorraum mit Norm, in dem jede Cauchyfolge konvergiert.
Betrachten wir Reihen, kénnen wir im Prinzip fiirs erste einmal drei Arten von Kon-
vergenz betrachten: Eine Reihe {¢y}72, konvergiert gegen f wenn

If — chqﬁkH — 0 wenn k — 0.
k=1

In diesem Fall schreiben wir

F=" cutn
k=1

23
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In diesem Fall ist aber die Ordnung von ¢ wichtig.
Im Fall, dass die Konvergenz nicht von der Reihenfolge der Summation abhingt,
sprechen wir von unbedingter Konvergenz, gilt

o0
> " lledrl| < oo
k=1

sprechen wir von absoluter Konvergenz.
Eine Teilmenge W eines Vektorraums V' heifit dicht, wenn es fiir jedes ¢ > 0 und jedes
veVeinwe W gibt, sodass
[lw —v|| <e.

Wie schon im vorigen Kapitel ist span{¢}2; die Menge aller endlichen Linearkom-
binationen von Vektoren ¢y, gilt

V= 8pan{¢k}Z°:1

so heifit {¢x}72, vollstandig.

Betrachten wir Operatoren, d.h Abbildungen zwischen zwei Vektorraumen, und haben
wir eine Folge von beschrinkten Operatoren U, die punktweise gegen einen Operator U
konvergiert, so ist auch U beschrankt.

Fiir Hilbertraume gilt auch, dass {¢x}72; genau dann vollstidndig ist, wenn gilt:

(f,or) =0, VkeN, dann gilt f = 0.
Auflerdem gilt in Hilbertrdumen, dass

A1l = sup [(f,9) ]

llgll=1

3.3 Basen

Definition 3.3.1 (Basis). Sei H eine unendlich dimensionaler Hilbertraum und {e;}32,
eine Folge von Vektoren in H.

(1) {e;} heifit (Schauder)basis von H, wenn es fir jedes Element f € H eindeutige
Koeffizienten {c;(f)}52, gibt, sodass

f= ch(f)ej-

J=1

(ii) Konvergiert die obige Summe unbedingt, so sprechen wir von einer unbedingten
(unconditional) Basis.

(111) Gilt dariber hinaus, dass

1 wenn k=j,

e en) = Oy = { 0 wenn k+# 7,

sprechen wir von einer orthonormalen Basis.
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Lemma 3.3.2. Sei {¢;}52, ein orthonormales System und {c;} € ¢*(N) eine Folge von
Koeffizienten. Dann konvergiert 22 | cje;.

Beweis. Wir betrachten die Differenz zweler Teilsummen mit m < n

n m n n
1> ciei =Y cellP =11 D celP= > el <e
j=1 j=1

weil {c;} € (*(N) konvergiert und damit eine Cauchyfolge ist. Damit ist aber auch die
Folge der Teilsummen Z?Zl c;jej eine Cauchyfolge, und weil wir in einem vollsténdigen
Raum sind, somit konvergent. Damit ist die Summe wohldefiniert. O

3.3.1 Besselfolgen

Wie fiir (endliche) Frames konnen wir nun auch Analyse- und Syntheseoperator definieren
und es gilt:

Lemma 3.3.3. Sei {¢}32, eine Folge in H (nicht unbedingt notwendigerweise ein or-
thonormal Basis) fiir die gilt, dass Y -, cxér konvergent fir alle {cx}7>, € (*(N). Dann

181
o

T:0C(N) = H:T{c}3>, = Z Cr P
k=1
eine beschrankter linearer Operator mit adjungierter

T H = 2, T(f) = {{f, o0},
und es gilt

ST o) P < TIPSR VS € H.
k=1

Beweis. Wir betrachten wieder die Folge der Teilsummen 7),, von der wir wissen, dass
sie 1t. Voraussetzung punktweise konvergiert, und nachdem sie beschréinkte lineare Ope-
ratoren sind, gilt das auch fiir 7.

Umgekehrt gilt fiir 7

(T f A}y = (f, T{er}iZn) = <f7zck¢k> = {f. 60

weil das innere Produkt stetig ist. Nachdem T ein beschrankter Operator ist, gilt das
auch fiir 7%, und nachdem wir in einem Hilbertraum sind, gilt der Darstellungssatz von
Riesz, d.h. es gibt Elemente {gx}32, € H, sodass:

Die Folge {c;} wurde beliebig gewahlt, und die Darstellung nach Riesz ist eindeutig, d.h.

Ok = Gk
Der letzte Punkt des Satzes folgt aus

Do) P =T fIP < ITIPIAIE = ITIPIAI
k=1
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Bemerkung: Das bedeutet, dass eine Art obere Frameschranke erfiillt wird.

Definition 3.3.4 (Besselfolge). Eine Familie von Funktionen {¢x}32, € H, fir die

> 1{f o) P < BISIP (3.1)

gilt, heifit Besselfolge. Dadurch, dass es in der Summe Gl. (3.1) nur positive Summanden
gibt, folgt auch, dass die Reihenfolge der ¢y keine Rolle spielt.

Umgekehrt gilt auch, dass wenn {¢y}32; eine Besselfolge ist, 7" ein beschrankter Ope-
rator ist:

Theorem 3.3.5. Sei {¢y}72, eine Folge in H und B > 0. {¢x}32, ist genau dann eine
Besselfolge mit oberer Schranke B wenn

T {a}is, = > ondw
k=1

ein beschrinkter Operator von (> — H ist und ||T||> < B.

Beweis. Nehmen wir an, dass {¢}72, eine Besselfolge mit Schranke B und {¢x}32, €
(*(N) sind. Als Erstes wollen wir einmal zeigen, dass Y, , cx¢r < oo wohldefiniert ist,
d.h. dass die Summe konvergiert. Dazu gehen wir wieder den Weg iiber die Teilsummen
und zeigen, dass sie eine Cauchyfolge sind (0.b.d.A nehmen wir an, dass n > m):

Z CkPr — Z CkPr Z Ck Pk
=1 =1

k=m+1
In Hilbertraumen gilt (siehe z.B. Lemma A.1.8):

IIfl]l = sup | {f,g) I,

llgll=1
< > Ck¢k7g>
n - 1/2 n 1/2 n 1/2
< ( > w) sup ( > (o) |2) §¢E< > |ck\2> <

k=m+1 lgll=1 \ =g k=m+1

< vV Be.

Damit ist die Folge eine Cauchyfolge und daher konvergent. Auflerdem ergibt sich, dass
der Syntheseoperator T’ beschrinkt ist und ||T|| < v/B.
Die umgekehrte Richtung wurde schon oben gezeigt. O

also haben wir

n

> o

k=m-+1

< sup Z |k (Dry 9) | <

lall=1 . 5

= sup
llgll=1

Wie wir bereits oben erwahnt haben, ist die Reihenfolge bei einer Besselfolge egal,
damit ergibt sich aber:

Korollar 3.3.6. Wenn {¢y}2, eine Besselfolge im Hilbertraum H, dann konvergiert

o0

> cutn

k=1

unbedingt fiir all {cx}32, € (*(N).
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3.3.2 Orthonormale Systeme

Kehren wir zuriick zu Basen, im Speziellen orthonormale Basen, d.h. Basen fiir die

(ei, ;) = 0ij
gilt.

Theorem 3.3.7. Sei {e;}32, ein orthonormale System. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

(i) {e;}22, ist eine orthonormale Basis.
(it) f=> 0 (frex)ex, VfeEMN.
(iii) (f.9) = > pei (frex) (e, 9), Vf,g€H.
(iv) 320 [ (fren) [P = |IFI1*
(v) span{e;}52, =M.
(vi) Wenn (f,ex) =0, VkeN, dann ist f = 0.

Beweis. Wenn {e;}52, eine orthonormale Basis ist, dann ldsst sich jedes f € H durch
f= Z;; c;je; darstellen. Damit ergibt sich aber

(f,e0) = <Z Cj@j,€g> = ¢p.

=1

Durch die Stetigkeit des inneren Produkts ergibt sich (iii) (und damit (iv) als Spezialfall)
direkt aus (ii). Angenommen f wire nicht im abgeschlossenen Span von {e;}32,, dann
wére f L ey, Vk € N, damit folgt aber aus (iv), dass || f|| = 0 und somit, dass f = 0.
Mit einem &hnlichen Argument ergibt sich auch (vi) aus (v). Fehlt nur noch (vi) —(i).
Nachdem wir ein orthonormales System voraussetzen, gilt fiir alle {c;}52, € £*(N)

n 2

E : Gj€j

j=m+1

n

= 2 lal”

j=m+1

Cjej — cjej

d.h. die Teilsummen ergeben wieder eine Cauchyfolge und konvergieren somit. Sei nun

g = Zjozl (f,ej)e; und

(f—g.e0)=(f e) — <Z /e €J,€z> = (f.e0) —

woraus aus (vi) folgt, dass f — g = () bzw. dass f = ¢g. Angenommen, es gidbe noch eine
zweite Kombination fiir f = "2 ¢’e;, dann folgt

<f,63> e =0,

ol

le

= (f,es) <Zc €j,€g> = ¢,

und somit die Eindeutigkeit der Darstellung. O
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Damit folgt aber auch gleich:

Korollar 3.3.8. Sei {e;}32, eine orthonormale Basis, dann hat jedes Element f € H
eine eindeutige, unbedingt konvergzerende Darstellung

F=) (fepe
7j=1

Auflerdem gilt,
Korollar 3.3.9. Jeder separable Hilbertraum H besitzt eine orthonormale Basis.

Beweis. H ist separabel, d.h. es gibt eine Familie {¢y }7°, mit span{ ¢y}, = H, und wir
konnen eine Unterfamilie betrachten, fiir die ¢,,+1 ¢ span{¢x}i_;, d.h. die {¢x}72; sind
linear unabhéngig. Benutzen wir nun die Gram-Schmidt Orthogonalisierung kénnen wir
daraus eine orthonormales System {e;}32; generieren. [

Nachdem jeder separable Hilbertraum eine orthonormale Basis besitzt, ist es auch
moglich, jedes Element aus dem Raum mit seinen Koeffizienten zu identifizieren. Wenn
der Basis {e;}52, die kanonische Basis {d;}32, fiir £*(N) zugeordnet wird, ergibt sich

Ufo(Z frej)e ) Zfe]

Daraus folgt, dass jeder seperable unendlich dimensionale Hilbertraum isometrisch iso-
morph zu £%(N) ist.

Mit der gleichen Idee ldsst sich auch leicht ein Zusammenhang zwischen allen ortho-
normalen Basen eines Hilbertraums herstellen:

Theorem 3.3.10. Alle orthonormalen Basen eines seperablen Hilbertraums lassen sich
als Bilder einer beliebigen orthonormalen Basis {e;}52, mit einer unitdren Abbildung
konstruieren

Beweis. Seien {¢;}32, und {e;}32, zwei orthogonale Basen fiir . Wie schon oben, defi-
nieren wir die Abbildung

U:H—>HU (Z cjej> =Y o5 e} € L)

<ga ej> €j> > =

<Z (f, 6J>¢Jaz<gaej> ¢J> Z<f7ej> (9,€;) ={f,9)

7j=1 J=1 J=1

Betrachten wir nun

({U*Uf,g)=(Uf.Ug) = < (Z (f.e;)e ) (

Jj=1

mg

Damit ist aber U*U = I, weil
(U'U—-1)f,g)=0,Vg—UU—-1=0.
Ist nun U andererseits ein unitédrer Operator, so gilt
(Ueg,Uej) = (U Uey, e;) = 0k ;
und {Ue,;}32, ist ein orthonormales System mit span{Ue;}32, = span{e;}52, = H. [
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3.3.3 Riesz Basen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, wie verschiedenen orthonormale Basen
in einem Hilbertraum {iber eine unitédre Abbildung zusammenhéngen. Eine Verallgemeine-
rung dazu sind Riesz Basen, die sich mit Hilfe einer beschranken und bijektiven Abbildung
definieren lassen:

Definition 3.3.11. Sei {e;}32, eine orthonormale Basis fir den Hilbertraum H und
U:H — H eine beschrinkte lzneare und bijektive Abbildung. Dann wird {Ue;}32, eine
Riesz Basis genannt.

Wie bei orthonormalen Basen gibt kann jedes Element des Hilbertraums eindeutig
durch eine Riesz Basis dargestellt werden:

Theorem 3.3.12. Sei {¢;}52, eine Riesz Basis in einem Hilbertraum H. Dann existiert
ein eindeutige Familie {1;}32, in H, und es gilt:

F=> (fihy)6;,9f € H.
7j=1

Die Familie {9, 321 st ebenfalls eine Riesz Basis, und die obige Summe konvergiert
unbedingt.

Beweis. Durch die Definition einer Riesz Basis als Bild einer orthonormal Basis {e;}32,,
gilt {¢;}32, = {Ue;}52,, wobei U ein beschriankter und bijektiver Operator ist. Sei nun

f € H. Dann gilt

o

U-'f= i (U eyes = (f.(U) e

Jj=1

Setzen wir nun ¢, := (U~!)" ¢, ergibt sich

F=U0Uf=U) (U fejye; =Y (f,(U)eyUley) =D (f) ¢
j=1 J=1

j=1

Dass {% “1 eine Riesz Basis ist folgt aus der Tatsache, dass mit beschrinktem bijektiven
U auch (U D)* beschrinkt und bijektiv ist.
Sei f € H, dann gilt

Z| (f. 50 17 Z| (f.Uej) P =1(U"f.e5) [P = [IU"fII* < [IUIP[I£1]-

Damit bilden die {¢;}32, eine Besselfolge, und die unbedingte Konvergenz der Summe
wurde schon oben gezeigt.

Eine Frage, die noch gar nicht gestellt wurde, ist “Ist eine Riesz Basis {iberhaupt eine
Basis?”. Dass zumindest jedes Element f € H durch Elemente aus {¢;}32, dargestellt
werden kann, wurde zumindest schon gezeigt. Aber ist diese Darstellung auch eindeutig?

Betrachten wir also - -
f=> (N = di(f)e;
— =

j=1
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Wenn wir nun U~! auf beide Seiten oben anwenden, sind wir auf der Ebene der {e; 120
die per Definition eine Basis bilden, und damit miissen die die Koeffizienten gleich sein.
Das gleiche gilt auch fiir das duale System {;}52,. Angenommen es gébe ein zweites

System {(p;}32, mit
F=Y (fune Z<f,soj>¢j,
j=1

7=1

dann folgt mit der gleichen Argumentation wie oben, dass

<f’1/}k> = <f7<pk>7vaH)

und wegen des Rieszschen Darstellungssatzes folgt Gleichheit von v und . O

Definition 3.3.13 (Duale Riesz Basis). Die eindeutig bestimmte Folge {1;}32,, fir die

F=> (f) ¢, VieH
7j=1

gilt, heifst duale Riesz Basis.

Es lésst sich auch leicht zeigen, dass wenn {1;}32, die duale Basis von {¢;}32, ist,
umgekehrt auch {¢;}52, dual zu {1;}32, ist. {#;}32, und {¢;}32, sind zueinander bior-
thogonal, und es gilt

(@5, 0n) = (Ue;, (U™)"ex) = {ej, ex) -

Theorem 3.3.14. Sei {¢;}32, eine Riesz Basis. Dann existieren zwei Konstanten A, B >
0 mat

ANlFIP <D 1 60 1P < BlIFIP, Vf € H.

Die grof$te untere Schranke ist durch A =
B = ||U]|| gegeben.

W, die kleineste obere Schranke durch

Beweis. Die obere Schranke 14t sich wie bereits oben beschrieben leicht herleiten:

S P =) (fUe) P = U f|?
k=1 k=1

< [T IPILFIZ = NOIPILAP.
Fiir die untere Schranke nutzen wir, dass

LI = (1) O fIP < @) PO 112 = NP0 P =

= [[UTNPY U e P = [UTHP Y| (f, Uey) I
j=1

J=1

Eine alternative Definition fiir Riesz-Basen ergibt sich aus folgendem Satz

Theorem 3.3.15. Sei {¢x}52, eine Familie von Funktionen in H. Dann sind folgender
Aussagen dquivalent:
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(1) {¢r}32, ist eine Riesz Basis fiir H.

(11) {pr}2, ist vollstindig, und es existieren Konstante A, B > 0, sodass fir jede end-
liche Folge {cx}52, gilt:

oo [e.9] 2 o
A el <D ]| < B el (3.2)
h=1 h=1 p

Beweis. Nehmen wir einmal an, dass {¢x}52, eine Riesz Basis fiir H ist, d.h. {¢p}32,
ist das Bild einer Orthonormalbasis ¢, = Uey ist, wobei U beschrénkt und bijektiv ist.
Nachdem sich jedes f € H durch Basis und dualer Basis darstellen lasst, ist {¢x}72,
vollstandig.

Sei {cx}72, eine endliche Folge, dann gilt

00 2 0o 2 00 2 00
> adi|| =|U (Zam) <UD enerl| = NUIPD fexl
k=1 k=1 k=1 k=1
Auflerdem gilt
2 2 2
= < |[lo°

ickek UﬁlU <i Ckek>
k=1 k=1

Damit ergibt sich aber Gleichung (3.2).

Betrachten wir nun die andere Richtung. Die rechte Ungleichung in Gl. (3.2) impliziert,
dass {¢r}p, eine Besselfolge mit Schranke B ist. Das ldsst sich am einfachsten mit
Theorem 3.3.5 zeigen.

Nachdem wir in einem Hilbertraum sind, existiert eine orthonormale Basis {e;}
H, und wir definieren die Abbildung U : span{e;} — span{¢;} mittels

[ee]
Z Ck Pk
1

o0

524 fur

V(Z Ckek) - Z Ck¢k7

00 00
k=1 k=1

wobei {c;}72, endliche Folgen sind. Fiir eine endliche Folge gilt auch

o0 o0 2 o0 o0
U (Z ckek> ch¢k = BZ x| < g ch%
=1 =1 =1 =1

Das bedeutet das U ein beschréankter, wohldefinierter, linearer Operator ist. Weil {ex}7°,
eine Basis ist, kann U auf ganz ‘H ausgeweitet werden, und wir haben einen beschrankten
Operator auf H. In dhnlicher Weise ist V ¢y := e}, ein beschrankter Operator, und VU =
UV =1, also ist U invertierbar. Daraus folgt, dass {¢x}32, eine Riesz Basis ist. O

2 2

Im obigen Satz wurde Vollstindigkeit vorausgesetzt. Ist dies nicht der Fall, konnen
wir nicht von einer Basis sprechen, sondern nur von einer Folge:

Definition 3.3.16 (Rieszfolge). Eine Familie {¢y}5>,, die Gl. (3.2) erfiillt, heifit Riesz-
folge.

Bemerkung: : In der Literatur finden man ab und an auch die Definition von Riesz-
folgen, das Bedingung Gl. (3.2) fiir alle Folgen {c;}32, € ¢(N)? erfiillte werden muss. Es

lasst sich aber zeigen, dass wenn der Bedingung fiir endliche Folgen erfiillt ist, sie auch
fiir allgemeine Folgen {c;}3°, € (?(N) erfiillt ist.
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3.3.4 Die Gram Matrix

Wie schon im endlich dimensionalen Fall, gibt es fiir Basen auch eine Moglichkeit der
Darstellung mittels (unendlich groBer) Matrizen. Betrachten wir fiir eine Besselfolge bzw.
eine Basis {¢;}52, die Kombination aus dem Operator

o0

T:0*(N) = H, T{;}2, = Z%%

i=1

und dessen adjungiertem Operator 1%, so erhalten wir einen beschrankten Operator von
*(N) — (*(N)

T*T : *(N) — A(N), T*T{cx};, = {<i ;b ¢k>}

J=1 k=1

Wenn wir mit der kanonischen Basis {e;}52; vom Raum (*(N) arbeiten, kénnen wir eine
Matrixrepresentation G fiir 7*7T finden, wobei der ij-te Eintrag von G durch

Gij = (T"Te;, ¢5) = (T'e;, Tej) = (03, ¢;) (3.3)
gegeben ist.

Definition 3.3.17 (Gram Matrix). Die Matrizx G mit Eintragen definiert in GI. (3.3)
wird Gram Matrixz genannt

Dadurch, dass wir vorausgesetzt haben, dass {¢;}32; zumindest eine Besselfolge ist,
ist die Beschréanktheit von T*T gegeben. Umgekehrt gilt aber auch:

Lemma 3.3.18. Ist die Gram Matriz G fiir eine Folge {¢;}32, ein beschrdnkten Operator
auf (*(N) mit Norm B, so ist {¢;}52, eine Besselfolge mit Schmnke B.

Beweis. Seien ¢ := {c;}52, und G ein beschriinkter Operator auf £2(N) mit Schranke B.

Dann gilt
2

< B?||e][”.

|Gell* = Z

=1

Z Gijcj

7j=1

=Y D (i) ¢
i=1 | j=1

Nachdem wir uns in einem Hilbertraum befinden, kénnen wir Konvergenz einer Reihe
iiber das Cauchykriterium zeigen, d.h. wir betrachten die Differenz von n-ter und m-ter
Teilsumme, wobei wir 0.B.d.A annehmen, dass n > m:

4 " " 2
- <Z cigi, > Cj¢j> =

i=m+1 j=m+1

= < Z <Cz¢i7 {¢j}?:m+l> ) {Cj};‘lm+1>

i=m+1

n

> oo

j=m+1

n n 2
Z Cj Z i (Gi, d5)| =
j=m+1 i=m-+1
2

<

n 2

< e mall | >

j=m+1

n

Z Ci <¢z‘7¢j>

1=m-+1
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Nachdem G ein beschrankter Operator ist, gilt

2 n
< B? Z ).

Jj=m+1

n

2.

1=m+1

Z Gy <¢j> ¢2>

Jj=m+1

Das heifit, Z;’il ist eine Cauchyfolge und damit konvergent, und wie schon oben, ergibt
sich

1> il < VBliell,
j=1

und mit Theorem 3.3.5 folgt, das {¢;}32, eine Besselfolge ist. O

Damit léasst sich eine einfache Verbindung zwischen Gram Matrix und Besselfolge
herstellen. Wenn wir nun die Definitionen von Gram Matrix und Besselfolgen betrach-
ten, fillt auf, dass wir fiir die Gram Matrix nur das innere Produkt der Elemente von
{¢; }‘;‘;1 brauchen, wiahrend wir fiir eine Besselfolge eigentlich immer die Produkte (f, ¢)
fiir alle f € H betrachten miissen. Das heifit, dass im Prinzip ein einfacheres Kriteri-
um zu Verfiigung steht, um den Nachweis einer Besselfolge zu erbringen, falls auch die
Umkehrung des Satzes gelten wiirde.

Dazu brauchen wir zunéchst einmal folgendes Lemma:

Lemma 3.3.19. Sei M = {M;;}55_, eine (unendlich dimensionale) Matriz fir die gilt,

dass M;; = M;;,Vi,j € N ist, und es gilt
> Myl < B,Vi€eN.
j=1
Dann definiert M einen beschrinkten linearen Operator auf (>(N) dessen Norm hichstens

B ist.

Beweis. Sei ¢ € *(N). Durch die Voraussetzung des Lemmas wissen wir zumindest, dass
die i-te Komponente jen Mijc; von Mc wohldefiniert ist. Das kénnen wir wieder zeigen,
in dem wir die Folge der Teilsummen betrachten:

> My

j=m+1

< Z |M;jc;| <€, m,n> N(e).

j=m+1

Um zu zeigen, dass Mc € ¢?(N) benutzen wir, dass die Abbildung
O(d) := (d, Mc)

ein beschranktes lineares Funktional ist:

Z Z Mijcjdi

ieN jeN

| {d,Mc) | = <Y Mijezdi| = M| el | M| 2| di| <

1,5€EN 1,JEN

1/2 1/2
< (Z IMijIICjI{") (Z IMijlldil2> < Bllc|| [[d]],

,jEN 4,JEN
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weil

SO IMilles? =D 0 D IMlle; P <> Bl

ieN jeN JEN éeN jeN
Daraus ergibt sich auch (z.B. mit dem Rieszschen Darstellungssatz), dass Mc € (*(N)
und dass

[[Me[| = Sup, | {d, M) | < Blle]].

Es ergibt sich somit ein einfaches hinreichendes Kriterium, um zu zeigen, dass {¢;}32,
eine Besselfolge ist:

Theorem 3.3.20. Sei {¢;}32, eine Folge in H und sei B > 0 eine Konstante, sodass

D [{bid;)| <B, VieN
7j=1

gilt, dann ist {¢;}32, eine Besselfolge mit Schranke B.

Basierend auf dem Zusammenhang zwischen Gram Matrix und einer Besselfolge, lésst
sich auch ein dhnlicher Zusammenhang fiir Riesz Basen zeigen:

Theorem 3.3.21. Sei {¢;}32, ein Folge in H, dann sind folgender Aussagen dquivalent:
(i) {#;}32, ist eine Riesz Basis fiir H.

(1) {¢;}52, ist vollstindig, und die Gram Matriz mit Eintragen Gi; = (¢, ¢;) 1,5 € N
deﬁmert eine beschrinkten, invertierbaren Operator auf ¢*(N).

(i4i) {$;}32, ist eine vollstindige Besselfolge, und es existiert eine vollstindige biortho-
gonale Folge {1;}52,, die ebenfalls eine Besselfolge ist.

Beweis. (i) — (ii): Wenn wir annehmen, dass {¢;}32, eine Riesz Basis ist, existiert ein
beschrénkter, invertierbarer Operator U mit ¢; = Ue; wobei {e;}32, eine orthonormale
Basis von H ist. Dann gilt

(9i, ¢5) = (Uei, Uej) = (U Ve, €5) -

Das bedeutet, dass G mit der Darstellung von U*U in der Basis identifiziert werden kann,
und nachdem U*U beschrénkt und invertierbar ist, gilt das auch fiir G.

(ii) — (i) Umgekehrt gilt nach den obigen Lemmata, dass {¢;}32, eine Besselfolge ist,
d.h.

o
1) ei511” < Bllel],
j=1

womit der zweite Teil fiir die alternative Riesz Basis Definition erfiillt ist.
Fiir die untere Schranke betrachten wir

(Ge,e) = > (b dy) i = || )¢5l = 0.

i,jEN jEN
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D.h. G ist positive, selbst adjungierter (per Definition iiber 7*7") und invertierbar (Vor-
aussetzung in Punkt (ii)). Somit existiert die positive, invertierbare Wurzel V von G und
es gilt

lel[* = [V Vel < [[VH[*[[Vel]®

bzw.

HZCMH2 =(Ge, Q) [I” = [[(VVe,c) || = [[Ve||* =

7=1

2
> el

d.h. obere und untere Schranke fiir die Riesz Basen Bedingung existieren und sind grofier
0.

(i) — (iil): Per Definition ergibt sich, dass eine Riesz Basis vollstédndig ist. Mit Hil-
fe von Theorem 3.3.12 wissen wir, dass es eine biorthogonale duale Basis gibt, und It
Theorem 3.3.14 sind beide Besselfolgen.

(iii) — (i): Dieser Teil ist ein wenig technisch, wir beschrénken uns erst einmal auf
endliche Summen, d.h. wir nehmen an, dass f € span{¢,} ist. Die Darstellung von

f = > cxdy als Linearkombination der ¢y ist eindeutig, weil durch die Biorthogonalitit

ot = (3 i) = 3 ¢ 05, 00) = i

gilt, dass
1. Wir identifizieren {¢;}32, wieder mit der orthonormal Basis von #, d.h. wir defi-
nieren eine Abbildung

V :span{o;} = H,V(f) =V <Z Cj¢j> = chej'

J=1 J=1

2. V ist beschréankt, weil

VAP =1V Y_(F o dll = IV Y Fw) el = Y 1w 1P < CIIAIP
und {9;}22, eine Besselfolge ist.

3. Die Voraussetzungen in (iii) fiir {¢;}32, und {t;}32, sind vertauschbar, also gibt
analog zur Abbildung V' eine Abbildung W fiir {¢;}32,

4. Mit Hilfe von W koénnen wir zeigen, dass V' injektiv ist. Das ergibt sich aus

(Vf,Wg) = <Zc]e],2d e]>:chJj:(f,g>

Angenommen, es gibt jetzt ein h € H mit Vh = 0, dann gilt aber mit
|R[1* = [ {h k) | = [ (VR Wh) | < [[VAI[[[W][]|A]
dass auch ||h|| = 0 sein muss.

5. Vist aber auch surjektiv, denn jedes f € H lasst sich als Z L (fe)e; =V ((f,e5) 05)
schreiben

6. Jetzt ohne Beweis: Durch Stetigkeit und Vollstandigkeit der Besselfolgen lassen sich
V und W auch auf Operatoren von H — H erweitern, und die Eigenschaften bleiben
erhalten.
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7. V ist also invertierbar und nachdem ¢, = V ~le, ist, ist ¢, als Bild eines invertier-
baren, beschrankten Operators eine Riesz Basis.

]

Die Verbindung zwischen Gram Matrix und Riesz Basis liasst auch Riickschliisse iiber
die Riesz Basis Schranken A und B zu. Zur Erinnerung, eine Folgerung von Riesz Basen
ist ja, dass es zwei Konstanten A, B > 0 gibt, fiir die

A[LFIP < D1 o 1P < BIIFIP.
j=1
Es gilt A = HG—I‘lH und B = ||G]|.

3.3.5 Beispiele fiir Riesz Basen
Beispiel 1: Fourierreihen

In der Akustik spielt die Fouriertransformation vor allem in der Analyse von Signalen eine
wichtige Rolle, weil mit ihr der Frequenzinhalt eines Signals bestimmt werden kann, siehe
Abbildung 3.1. Eingefiihrt wurde sie eigentlich abseits der Akustik, als Joseph Fourier
die Warmeleitungsgleichung am Kreis 16sen wollte. Die Eigenschaft der Fouriertransfor-
mation Ableitungen in Multiplikationen umwandeln zu kénnen, macht sie auch als Werk-
zeug zum Losen (partieller) Differentialgleichungen interessant.

Die Grundidee hinter der Transformation ist die Darstellung (periodische) Funktio-
nen durch eine Linearkombination aus Sinus und Kosinusfunktionen (bzw. komplexer

Exponentialfunktionen).
1000
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Abbildung 3.1: Spektrum und Spektrogramm der C-Dur Tonleiter.

Definition 3.3.22 (Periodische Funktionen). Eine Funktion f(t) ist periodische mit Pe-
riodenlinge T, wenn qilt:

fE+T) = f(t).

Definition 3.3.23 (Fourierreihe). Sei f(t) eine periodische Funktion mit Periodenlinge
T. Die Fourierreihe fir f(t) ist formal als

ao > 2mnt . 2mnt
f(t) ~ 5 + ; (ancos (T) + by, sin <T>) :
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definiert, bzw. in kompakterer komplexer Notation
f(t) ~ Z Cke%ik%.
k=1
Die Koeffizienten ¢ € C ergeben sich durch

T
= /0 F(#)e2mkE (3.4)

Bemerkung: Fiirs Erste wollen wir einmal die Definition nehmen wie sie ist, und
uns noch keine Gedanken iiber die Konvergenz der Summe machen.

N .
Definition 3.3.24. Eine Linearkombination p(t) = . ppe?™*/T wird als trigonome-
n=—N
trisches Polynom bezeichnet.

Theorem 3.3.25. Die Funktionen e*™*/T L € 7 bilden beziiglich des inneren Produkts

)= [ foaa

ein Orthonormalsystem, wobei g(t) die konjugiert komplexe Funktion zu g(t) bezeichnet.
Beweis. Einfach nachrechnen. ]

Bemerkung: Bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten sind die Grenzen des Inte-
grals iibrigens egal, es muss nur iiber eine volle Periode integriert werden. Oft wird zum
Beispiel auch von [—7"/2,T/2] integriert.

Bemerkung: Die Bedingungen an f(t), damit die Fourierkoeffizienten existieren, sind
Integrierbarkeit und Beschrinktheit der Funktion. Ganz formal reicht: f(t) € L'([0,T7]),
was auf endlichen Intervallen aus f(t) € L*([0,T]) folgt.

Bemerkung: Die Fouriertransformation weist einer Funktion aus L?([0, T']) eine Folge
Ck € gQ(Z) ZU.

Bemerkung: In der Literatur gibt es fiir die Fourierkoeffizienten gibt es verschiedene
Bezeichnungen, z.B. fy, fk], F(f)(k),F,....

Im Prinzip kann also jede Fourierreihe mit dem Raum L?([0,7]) in Verbindung ge-
bracht werden, und die Funktionen

1 .

VT
bilden eine orthonormal Basis fiir L([0,7]), d.h. jede Funktion f € L*([0,T]) kann durch
f = Z <f7 6k> €k
keZ
dargestellt werden. Um die punktweise Konvergenz der allgemeinen Folge
f(t) _ ZCkQQﬂ'ikt/T
keN

sicherzustellen zu konnen, ist es hinreichend, dass f stetig ist, und dass die {¢; }32, € ¢1(Z)
ist.
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Beispiel: Einschrinkung auf 7 C [0, 1]

Die Familie {e*™*}, 7 bildet also eine orthonormale Basis von L?([0, 1]). Aber wie sicht
es mit L2(I) mit I C [0, 1] aus? Jedes f € L*([0,1]) hat eine Darstellung

F=Y_(fex)ex,

keZ

die auch in L?(1) gilt, weil

1f = (Frederlloay < IIF =) (Frer) exllr2qoay — 0.

|k|<n |k|<n

Das bedeutet, {e*™#}, 7 ist immer noch ein erzeugenden System fiir L2(I). Aber ist die
Familie auch noch eine Basis?
Definieren wir zum Beispiel

o) ft) iftel,
f(t)_{ 1 sonst .

In L%([0,1]) miissen f und f unterschiedliche Koeffizienten in der Darstellung haben,
weil dort bilden die {e*™*}, 7 ja eine Basis. Damit habe sie aber auch in L?(I) nicht die
gleichen Koeffizienten in der Darstellung, obwohl sie dort die gleiche Funktion beschrei-
ben. Damit ist die Einschrinkung der Basis auf L?([0,1]) auf das Intervall I zwar ein
Erzeugendensystem, aber keine Basis mehr.

Beispiel 2: Gaborbasen

Betrachten wir nun der Einfachheit halber den Raum L?([0,1]), dann bilden die Funk-

tionen
{™  x00(D) } ey

eine Orthonormalbasis fiir diesen Raum, wobei x[p1) die charakteristische Funktion vom
Intervall [0, 1] ist. Die verschobenen Funktionen

{627riktX[0,1} (t o n) }kez

bilden dann eine Basis von L?([k, k + 1]) und die Kombination aller Shifts

{GQﬂktX[O,l] (t— n)}k,nEZ (3.5)

eine Basis fiir L*(R). Im Prinzip besteht diese Basis aus einem Fenster g = xp1], das ver-
schoben und moduliert wird, d.h. mit einer komplexen Exponentialfunktion multipliziert
wird:

{gkﬁg}k,nez J

Basen, die diese Form besitzen, werden Gabor Basen genannt.
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Gibt es gute Fenster?

Im vorigen Abschnitt wurden Gabor-Basen durch Translation und Modulation eines Fens-
ters g generiert. Als Beispiel wurde die Funktion g = (o1 verwendet, die zwar im Zeit-
bereich einen beschréankten Triager hat, aber im Frequenzbereich

F(g) = e ™sinc(s)

nur sehr langsam abfillt. Es kann generell gezeigt werden, dass eine Gabor Basis in R
nicht gleichzeitig im Zeit- und im Frequenzbereich einen beschréankten Tréger besitzt

Theorem 3.3.26 (Balian-Low). Sei g € L*(R) und {&,,T,g} eine Riesz Basis fiir L*(R).
Dann gilt

/ (1)t / sF(g)(s)Pds | = 0.

Wenn also ein schneller Abfall des Fenster sowohl in der Zeit als auch im Ort gewiinscht
wird, ist es nicht moglich Basen zu verwenden.

Beispiel 3: Waveletbasen

Waihrend Gaborbasen durch Translation und Modulation konstruiert werden koénnen,
werden Waveletbasen durch Translation und Dilation, d.h. Strecken oder Stauchen, einer
Funktion definiert, z.B:

in(t) = DITpap = 229(27t — k), t € R,
wobei ¢ € L*(R). Ein einfaches Beispiel fiir ¢ ist die Haar Funktion

1 if0o<t<y,
Yt) =< —1 if1<t<1,
0 sonst.

Fiir die Haar-Funktion bilden die Funktionen {t; j}1 ner bilden eine orthonormale Basis
fir L2(R).

Multiresolution Analysis (MRA)

Mallat und Meyer fiihrten Mehrskalenanalyse (multiresolution analysis) als ein Werkzeug
zur Konstruktion von orthonormalen Basen fiir L?(R) ein, die die Form {D; T}, rez
besitzen, wobei D; und 7 der Dilationsoperator, bzw. der Translationsoperator sind.
Im Sinne der Definition von Gaborframes bestimmt D; die Lénge des Fensters und 7
verschiebt es an die richtige Stelle. In der Regel werden fiir diese Art Basis diskrete
Wavelets mit ag = 2 und by = 1 verwendet, d.h.

Y (t) = 27™2p(27™ — n).

Definition 3.3.27 (Multiresolution Analysis). Eine Mehrskalenanalyse fiir L*(R) besteht
aus eine Folge von abgeschlossenen Unterrdumen {V;}jcz und einer Funktion ¢ € Vj,
sodass:

1. ...V_lc%cm...7
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2. N;V; = {0} und U;V; = L*(R),

3. ¢ €V Dip € Vi, baw. ¢(alt) € Vj,

4. 9 €Vo = Thp =9t — k) € Vo,Vk € Z,

5. TePrey ist eine orthonormale Basis fir Vj.

Beispiel 3.3.28. Als einfaches Beispiel dient die charakteristische Funktion xp ) des
Intervall [0,1] (also die Rechteckfunktion), deren Translationen ¢, = Tr¢ = TiX[o,1) den
Funktionenraum V, = span{¢y} aufspannen. Zugegebener Maflen ein nicht unbedingt
grofler Raum, aber immerhin: Punkt 5, passt. Um die Auflésung/Genauigkeit der Dar-
stellung eine Funktion ein wenig zu erhéhen, betrachten wir

Vi = spam {0t + k/2), k €2, }

und in weiterer Folge

V; = 5pam {9} = 50am {xj0,1(t + k/2), b € 2}

Punkte 1 bis 4, passt. Das heifit, jede Funktion wird mittels Rechteckfunktionen ap-
proximiert, die immer feiner werden, kennen wir im Prinzip von Riemannsummen und
Integralen.

Wie kommen aber jetzt Wavelets in Spiel? Betrachten wir einmal den Unterschied
zwischen V) und Vj. Jede Funktion aus V; lasst sich als Kombination einer Funktion aus
Vo mit dem Haarwavelet v, . Ganz allgemein gilt:

Vn = Vn—l @ Wna

wobei W,, = span{ign x }.
D.h. mit jedem n fiigen die Wavelets zusétzliche Details zur Approximation einer
Funktion f € L*(R) hinzu, und

L*R) =V, W,
n=0

ist eine orthonormale Zerlegung von L*(R). Eine wichtige Anwendung von Wavelets ist
zum Beispiel die Komprimierung von Bilddatein (JPG). Abschnitte eines Bilds, in denen
sich nicht viel dndert, konnen mit Elementen aus V,, mit kleinem n dargestellt werden,
Kanten/Farbspriinge werden mittels Wavelets hinzugefiigt. In diesem Sinn sind Wavelets
sehr geeignet um Unstetigkeiten zu finden und zu behandeln.

Beispiel 4: Sinc-Funktionen

In der Signalverarbeitung betrachten man oft Signale, deren Frequenzbereich eingeschréankt
ist, d.h. die bandbeschrinkt sind.

Definition 3.3.29 (Bandbeschrinkt). Ein Signal f(t) ist bandbeschrdinkt, wenn ein end-
liches p existiert, sodass f(s) = 0,V|s| > p/2. Die kleinste Zahl p, fiir die obige Bedingung
qilt, heifit Bandbreite.



3.3. BASEN 41

Shannons Sampling Theorem besagt, dass jede bandbeschrankte Funktion durch ihre
abgetasteten Werte und sinc Funktionen dargestellt werden kann, wobei

sin(rh) - iy o #0
1 t) = 7t )
sine(t) { 1 fiir = 0.

Theorem 3.3.30 (Shannon Sampling Theorem). Sei f(t) ein bandbeschrinktes Signal

mit supp(f) = (—=p/2,p/2), dann gilt:
(1) = i F(E)ome (v () = i (1) sinelp(t — 1))

1

Betrachten wir den Paley-Wiener Raum, d.h. den Raum aller bandbeschrankten Funk-
tionen f € L*(R) mit suppf C [—3, 3], so bilden die sinc Funktionen eine orthonormale
Basis. Das folgt einerseits aus dem Sampling Theorem und dem Theorem von Plancherel,

das besagt, dass
{f.9) = (F(f), F(9))

ist, wobei, F(f) die Fourier-Transformation der Funktion f ist. Weil die Fouriertransfor-
mation von ™y ;o 9(t)

feQ’riktx[_l/mﬂ] (t) = sinc(T — k)

ist, folgt mit dem Satz von Plancherel, dass

) 1/2 1/2
/ since(7 — k)sinc(r — k' )dr = / ikt o =2mikt gy — / M=k gt — 5y g
r=—00 t=—1/2 t=—1/2

Ganz nebenbei: Bitte im Sampling Theorem beachtet, dass der Tréger der Fouriertrans-
formation im offenen Intervall liegt. Das hat zur Folge, dass die Abtastrate immer (leicht)
grifier als die doppelte Frequenz sein muss. Ansonsten gibt es Aliaseffekte.
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Kapitel 4

Frames 1in Hilbertriumen

4.1 Definition von Frames

Obwohl Basen ein sehr elegantes Werkzeug zur Darstellung von Elementen eines Vek-
torraums sind, haben sie dennoch einige Nachteile, wie geringere Robustheit gegeniiber
Storungen, komplizierterer Struktur, Flexibilitéit, usw. Frames basieren auf dem Konzept,
dass die Eindeutigkeit einer Darstellung fiir mehr Flexibilitdt aufgegeben wird. Frames
stellen jedoch immer noch sicher, dass jedes Element im Vektorraum dargestellt werden
kann, und dass sich die Koeffizienten der Darstellung dariiber hinaus auch noch relativ
gutmiitig verhalten. Mit jedem Frame {¢x}72,, mit dem ein Vektor sozusagen in seine
Koeffizienten “aufgespalten” wird, gibt es mindestens ein duales System {4 }72,, mit
dem diese Koeffizienten wieder fehlerfrei zusammengesetzt werden kénnen.

Frames wurden bereits 1952 von Duffin und Schaeffer [7] eingefiihrt, aber ihre “grofie”
Zeit kam erst spéter, als zum Beispiel 1985, Daubechies, Grossmann und Meyer in [6] ihr
Potential erkannten.

Am Beginn des Kapitels noch eine kleine Warnung: In unendlich dimensionalen R&umen
ist nicht immer alles so trivial, wie es scheint. Selbst wenn zum Beispiel ein Hilbertraum
H durch den Abschluss der linearen Hiille von Vektoren {¢;}72, gebildet werden kann,
d.h. H = span{¢x}32,, heifit das noch lange nicht, dass ich auch jeden Vektor v € H mit
Hilfe von {¢}72, darstellen kann:

Beispiel 4.1.1. Gegeben ist ein Hilbertraum # mit orthonormaler Basis {e;}32,, und
eine Folge {¢x}32, mit ¢ = ex + exr1. Span{ oy }re, = H, weil angenommen es gébe ein
f € H, dass nicht durch {¢,}72, dargestellt werden kann, dann miisste

<f7¢k> :07 Vk€N>

weil f im orthogonalen Komplement liegen miifite.
Das bedeutet aber, dass (f,ex) = — (f,ex+1), und dass | (f, ex) | konstant fiir alle
k € N sein miisste. Da aber

AP =D 1{fre) [P < oo
k=1

sein muss, kann nur mehr (f,e;) = 0 gelten.
Es ist aber zum Beispiel nicht moglich, e; als Linearkombination der {¢y}72, darstel-
len.

43
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Wir werden einmal mit der allgemeinen eher abstrakten Definition beginnen, und
dann nédher auf die Einzelheiten und die Bedeutung hinter der Definition eingehen. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle unserer Funktionen aus einem Hilbertraum
H mit inneren Produkt (f,g) (in der Regel L?(R)) kommen.

Definition 4.1.2 (Frame). Sei H ein Hilbertraum und {¢g}rer eine abzihlbare Familie
von Elementen aus H, die nicht alle 0 sind. Diese Familie heifst Frame, wenn fiir jeder
Funktion aus H gilt:

AILAIP < Y 1f ol < BIFIP, (4.1)

kel

wobei die positiven Konstanten A > 0 und B > 0 untere, bzw. obere Frameschranken
genannt werden. Fiir den Fall, dass A = B sprechen wir von einem tight Frame.

Die obige (unendliche) Summe konvergiert unbedingt. Die Framebedingung, die als
eine Verallgemeinerung der Formel von Plancherel/Parseval interpretiert werden kann,
verbindet die Funktion f mit ihren Framekoeffizienten (f, @), gilt z.B. f € L*(R), so
sind die Framekoeffizienten in ¢*(7).

Bemerkung: : Es kann gezeigt werden, dass es schon reicht, wenn die Framebedin-
gung auf einer dichten Teilmenge von H gezeigt werden kann.

Definition 4.1.3. Sei {¢}32, eine Folge in H. Die Folge heifit Framefolge (frame se-
quence), wenn sie fir span{ ¢}, ein Frame ist.

Beispiele
o Sei {ex}72, eine orthonormal Basis fiir den Hilbertraum #. Dann ist
{¢k}zo:1 = {617 €1,€2,€2,. .. }
ein tight Frame mit Frameschranke A = 2.

e Mit der gleichen Voraussetzung wie oben ist mit nur einer Wiederholung
{or}re, ={e1,e1,e9,63,...}
ein Frame mit (optimalen) Frameschranken A =1 und B = 2.
e Sei

(6} .:{e € e ey €3 e }
kSk=1 - 1,\/57\/5,\/3,\@,\/5,...

ein tight Frame mit Frameschranke A = 1.

4.2 Analyse-, Synthese- und Frameoperator

Wie schon im endlich dimensionalen Fall gibt es fiir eine Frame ® = {¢;}72; drei wichtige
Operatoren, um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Indexmenge I = N:

e Syntheseoperator, der einer Folge von Koeffizienten eine Funktion zuordnet:

Ty : *(N) — H, To{ck}rey = Z CkPr

keN
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e Analyseoperator, der einer Funktion ihre Framekoeffizienten zuordnet:
Ty :H — CC(N) : T*(f) := ((f, ¢x) Jren,
e Frameoperator

So M = H, Sof =TaTof =Y (f 0x) b

keN
In [1, 4] wurde gezeigt, wie die verschiedenen Operatoren miteinander zusammenhéngen:
Theorem 4.2.1. Sei {¢r}32, ein Frame fir H. Dann gilt:

(i) Ty ist ein beschrinkter injektiver Operator mit Schranke ||Tg|| < v/B.

(ii) Ty ist ein beschrinkter surjektiver Operator mit Schranke ||Ts|| < VB.

(i1i) Der Syntheseoperator ist der adjungierte Operator zum Analyseoperator.

(iv) Sg ist ein selbst adjungierter, positiver und bijektiver Operator mit ||Ss|| < B.

(v) {Sp e}, ist ebenfalls ein Frame fiir H mit Frameschranken 1/B und 1/A.

Beweis. Die Beschrianktheit in (i) und (ii) folgen im Prinzip aus der Tatsache, dass
{or}32, eine Besselfolge ist. Alternativ konnen wir fiir (i) zeigen, dass Ty wohl defi-
niert ist, d.h. dass die Summe Y,  cx ¢y fiir alle {c,}72, € ¢*(N) konvergiert:

p q q
D otk —> | = sup > ot f)| <
k=1 k=1 gy TERIFI=L |\ oty
. 1/2 1/2
< s | ) el Z [ <
FeEH|IfI=1 k=p+1 k=p+1
1/2
S@(Z |ck\2> =0
k=p+1

Nachdem jeder Hilbertraum vollstindig ist, folgt die Konvergenz.
Betrachten wir nun (Y 7~ | cx¢y, f) fiir alle f € H:

<ch¢kaf> = alon /) ch = {e}i2n I5) = (Tefar}ily, f)-

Somit ist der Syntheseoperator die adjungierte Funktion zum Analyseoperator. T* ist
injektiv, denn gébe es ein f € H mit T* f = 0, wire

0 =|T"fII* = [[{{f, ) HI* = ZI fron) [ = AllfII%,

also kann in diesem Fall nur f = 0 gelten. Damit folgt die Surjektivitdat von T folgt.
Aus beiden obigen Punkten ergibt sich auch, dass S¢ beschrankt und selbst adjungiert
ist, und dass
ISIl = 1ITT*(| = I ||| = |IT||* < B.
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Durch (Saf, f) = > |{f, ¢x)|? ist, ergibt sich durch die Framebedingung
k=1

AllfII* < (Sef, f) < BIIfIF, (4.2)

und dass Sg ein positiver Operator ist. Damit und aus der Framebedingung ergibt sich
auch:

Aldy < Sp < Bldy.

Diese Behauptung ist im Prinzip nicht so trivial. Zur Motivation betrachten wir die obere
Ungleichtung

B|[fI[* = (Saf, f) = B{f. f) = (Saf. f) = {(B=95)f, f) > 0,
d.h. B — Sg ist ein positiver Operator.

—A
0< {(Idy — £58)f. 1) < DI

und somit
B—-A
< 1.

1
Idy — =S58 <
iy — S| <
Aus dem Neumann’schen Theorem iiber die Invertierbarkeit linearer Operatoren (vgl.

Konvergenz einer geometrischen Reihe) ergibt sich die Bijektivitdt von S, und durch
Multiplikation' mit Sg ! ergibt sich aus Gleichung (4.2) die Framebedingung

1 1
SR < (551, ) < Sl
O

Aus den obigen Punkten folgt auch eine der wichtigsten Eigenschaften fiir Frames:

Theorem 4.2.2. Sei ® ein Frame fiir H. Dann gibt es mindestens einen Frame V € H,
sodass

F=> Lo =Y (f,én)tn, Vf €M, (4.3)

keN keN

wobei die Summen unbedingt konvergieren.

Beweis. Betrachten wir zuniichst einmal die Frames ® und W := {Sg5" ¢5 }ren. Nun gilt

ST o= (. Sa dr)br =Y (Sa'f, dr)br = SaS5'f = f,

keN keN keN
S (o= (f. 1), b =S85" > (f dr)ox = Sy ' Saf = f.
keN keN keN

Die unbedingte Konvergenz folgt aus der Tatsache, dass wir jeweils Besselfolgen haben
und Korollar 3.3.6. O

'Wiederum nicht so trivial.
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Definition 4.2.3 (Duale Frames). Der Frame ¥ := {Sg'¢p}ren wird auch kanoni-
scher dual Frame genannt, im Allgemeinen, heiffen Frames {{y}32, die Gleichung (4.3)
erfillen, duale Frames zu {¢p}32,. Fir jedem Frame gibt es mindestens einen dualen
Frame, mit dessen Hilfe eine Funktion zerlegt, bzw. zusammengesetzt werden kann:

o0

Z Ck¢k Cr = <f7 ¢k>a (44)

k=0

In den meisten Fallen ist der Frame redundant, d.h. es gibt nicht nur einen dualen
Frame, sondern gleich mehrere duale Frames, d.h die Darstellung einer Funktion mittels
Framekoeffizienten ist in der Regel nicht eindeutig (im néchsten Abschnitt gibt es ein Bei-
spiel). Redundanz ermdglicht eine grofiere Flexibilitdt bei der Darstellung einer Funktion,
und dass verschiedene Darstellungen verschiedene Eigenschaften haben kénnen. Sprache
ist zum Beispiel hochst redundant. So kann ich zum Beispiel laut Duden? von einem
“durch einen Motor angetriebenes Straflenfahrzeug mit gummibereiften Radern und of-
fener oder geschlossener Karosserie zum Transport von Personen oder Giitern” sprechen,
oder auch kurz und biindig “Auto” sagen.

Andererseits ist eine Darstellung mittels eines redundanten Frame robuster gegeniiber
Storungen. Wenn zum Beispiel ein Signal mit Hilfe einer Basis dargestellt wird, und auf
dem “Transport” ein oder mehrere Koeffizienten verloren gehen, ist auch automatische die
damit verbundene Information verloren, bei einem redundanten System, ist es moglich,
dass die verlorene Information noch teilweise in anderen Framekoeffizienten enthalten ist.

Im Prinzip ist das Wissen um die Existenz des kanonischen dualen Frames zwar schon
und gut, aber die tatséchliche Invertierung des Frameoperator nicht so ganz trivial. Aus
diesem Grund werden oft tight Frames bevorzugt, denn fiir die gilt:

Theorem 4.2.4. Sei {¢r}32, ein tight Frame mit Frameschranke A, dann ergibt sich
der kanonische duale Frame aus {A™ ¢}, und

[e.e]

f= g D40 o

k=1

Beweis. Sei also {¢x}72, ein tight Frame mit Schranke A, dann gilt:

k=1

k=1 k=1

Daraus folgt, dass S = AlIdy, und wenn wir grob gesagt, rechts und links mit S1
multiplizieren, dass S=! = A~!Idy. Mit Satz 4.2.2 ergibt sich dann der Rest. O

Im Prinzip ergibt sich fiir eine tight Frame eine dhnliche Darstellungsformel wie fiir
eine orthonormale Basis, auflerdem hat bei dieser Art von Frame mindestens eine dualer
Frame die gleichen Eigenschaften, wie der Frame selbst (z.B. Glattheit).

Beispiel 4.2.5. Nehmen wir wieder den Frame, der auf der orthonormalen Basis des
Hilbertraums basiert. Sei also {¢x}52, = {e1,€1,¢€2,€3,... }.

- - 2eq furf=1
€y, e,e + €y, € ..
; 6, Ok) Ok = (e, €1 ; 05 €k) { e, fiir 0> 1

https://www.duden.de/rechtschreibung/Auto_Automobil, zuletzt besucht 2.06.2020
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bzw.

1(¢>_{ er/2 firk=1,2
L) =

es fiir £ > 2

d.h der kanonische Dualframe ergibt sich aus {¢x}32, = {€1/2,e1/2,€e9,€3,...}. Aufler-
dem kann durch Einsetzen in Gl. (4.3) auch ganz leicht gezeigt werden, dass {0, e, e, €3,...}
und {%el, %el, €9, ... } duale Frames zu {¢y}72, sind.

Beispiel 4.2.6. Um den Kreis zum Anfang des Kapitels wieder zu schlieflen, betrachten
wir wieder {@x}72; mit ¢p = ep + exy1, wobei {e;}32, eine orthonormale Basis von H
ist. Wir konnten zeigen, dass ‘H = span{¢y};2,, aber dass zum Beispiel e; nicht durch
die ¢ dargestellt werden konnte. Es kann zwar gezeigt werden, dass {¢x}52, die obere
Framebedingung erfiillt, aber {¢}52; erfiillt nicht die untere Bedingung. Betrachten wir
zum Beispiel die Vektoren
J
gj = Z(—l)"+1en,j € N.
n=1

Die Norm von [|g;||* = j und es gilt

_ 0 fir k # 5
<gj7¢k> - { (_1>j+1 fiir k :j

Daraus folgt, dass

> g o0 I —1——||gJ||2
k=1

und somit ist die untere Frameschranke A, die strikt grofier 0 miisste, nicht erfiillt.

Wenn wir uns an das vorige Kapitel erinnern, wird klar, dass jede Riesz Basis ein
Frame ist. Umgekehrt gilt das natiirlich nicht. Ein Frame, der keine Riesz Basis ist, wird
iibrigens overcomplete genannt, d.h. die Darstellung ist nicht mehr eindeutig und es gibt

Koeffizienten {c;}32, € (*(N) # 0 fiir die Y crép = 0. Umgekehrt gilt:
k=1

Theorem 4.2.7. Sei {¢}32, ein Frame im Hilbertraum H. Dann ist {¢r}52, genau

dann eine Riesz Basis, wenn aus Y, cx¢r = 0 folgt, dass ¢, =0, Vk € N

k=1
Beweis. Fiir die eine Richtung benutzen wir, dass jeder Riesz Basis das Bild einer ortho-
normalen Basis von H unter einer beschrinkten, bijektiven Abbildung ist. Damit ergibt

sich
ch(bk = chU<€k) =U (Z Ck(%)) )
k=1 k=1 k=1

und, weil U injektiv und {ex}?2, eine Basis ist, folgt daraus, dass alle ¢; = 0.
Umgekehrt bedeutet die “lineare Unabhéngigkeit”, dass der Syntheseoperator Tg in-
jektiv ist, und weil {¢x}?2, ein Frame ist, ist Tp auch surjektiv. Betrachten wir nun
{65,}° ,, die kanonische Basis von ¢*(N), dann gilt ¢ = Ty, und nachdem wir jedes e
mit 5, verkniipfen konnen, folgt, dass {¢x}72, eine Riesz Basis ist. O

Ist der Frame keine Basis, ist er redundant (overcomplete). In diesem Fall 148t sich
zeigen, dass es nicht nur einen sondern mehrere duale Frames gibt:



4.2. ANALYSE-, SYNTHESE- UND FRAMEOPERATOR 49

Theorem 4.2.8. Sei {¢x}32, ein redundanter Frame. Dann existieren Frames {1y}, #
{S™ r}o,, fiir die gilt:

F=> (fn) o Vf €M
k=1

Beweis. Sollte es im Frame ein Element ¢, geben, fiir das ¢, = 0 ist, ist die Sache einfach.
Wir nehmen dann einfach fiir ¢, = S~1¢; fiir & # ¢ und fiir ¢, einfach einen beliebigen
Vektor € H.

Seien nun also alle ¢y # 0. Weil {¢;}2; redundant ist, gibt es mindestens eine Folge

{ee}iy € CN)\{0} mit

[e.9]

Z cxPr = 0.

k=1

Fiir einen dieser Koeffizienten mit ¢, # 0 gilt dann

Kénnen wir jetzt zeigen, dass {¢y},, ein Frame ist, gilt, dass ¢, = S7 ¢,k # £ und
1y = 0 ein dualer Frame zu {¢;}72, ist, der nicht der kanonische duale Frame ist.

Die obere Framebedingung fiir {¢x},_, ist auf jeden Fall erfiillt, bleibt nur mehr zu
zeigen, dass {¢},, auch die untere Bedingung erfiillt. Fiir ein beliebiges f € H, gilt mit
Hilfe von GI. 4.5 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

| (fide) I = —lzcﬂfﬁﬁk < |QZ|Ck| Z| (fror) |7 <
Ry, kAl kAl
=C> [{f. o))
kAl

Nachdem {¢x}72; ein Frame ist, gilt

ANFIP <D I o) P <100 P+ D [ {f ) P <
k=1 k£l
<1+ Z| fron) |
ke

Nachdem C' > 0 per Definition, ist also auch die untere Framebedingung erfiillt. ]

Wie schon im endlich dimensionalen Fall besitzt der kanonische duale Frame wieder
die Figenschaft, dass die Framekoeffizienten, die mit seiner Hilfe ermittelt wurden, die
geringste Energie besitzen.

Theorem 4.2.9. Sei {¢x}3>, ein Frame fir H und f € H. Wenn sich f = >~ cidn
mit Hilfe einer Folge {cx}32, € (*(N) darstellen lisst, so gilt:

Slerl? =D IS o) P+ e — (f. 57 ) I
k=1 k=1 k=1
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Beweis. Im Prinzip funktioniert der Beweis, wie fiir den endlichen Fall. Nachdem sich f

sowohl iiber {c; }22, und { i }52, mit fr = (f, S~ ¢) darstellen lisst, gilt > (cx— fi)dr =
k=1

0, also dass {c; — fx}22, € N (T) = R(T*)", wobei N und R den Kern und den

Wertebereich einer linearen Abbildung bezeichnen.

Daraus folgt:

D lenl® = ez — LAk + LAl = X la = fil* + il
k=1 k=1

]

Betrachten wir fiir einen Frame {¢x }32, mit kanonischem Dualframe U = {S™ ¢, }32
den Operator Ty = H — ¢*(N) mit

T\Itf:{<f75<£l¢k>}:01 {<S 1f ¢k>}k 1 T<1>T*) f
so folgt, dass

ToTyf =Y (f.57 ¢x)dn = f
k=1

und dass somit 7y, ein Rechts-inverses von 7" ist. Wir wissen aber auch, dass Koeffizienten,
die mit dem kanonischen Dualframe berechnet werden, minimale Energie besitzen, d.h.
wir haben eine Art Rechts-Pseudoinverse.

Damit ergibt sich auch ein Zusammenhang zwischen dem Konzept einer Pseudoin-
versen und dem kanonischem dualen Frame. Mit Hilfe Beider konnen Darstellungen von
Vektoren gefunden werden, die minimal bzgl. der Energie sind.

Theorem 4.2.10. Sei {¢x}72, ein Frame mit Syntheseoperator T und Frameoperator S.
Die Pseudoinverse TT von T ergibt sich aus

TH:H = CN), T = {(f,5 o)} .

Der Zusammenhang zwischen kanonischem Dual und Pseudoinverser von 7' gibt auch
eine theoretische Methode, die Frameschranken A, B zu bestimmen.

Theorem 4.2.11. Sei {¢y}32, ein Frame mit optimalen Frameschranken A und B. Dann
qgilt
A=[[s7HT =T, B =8Il =ITI>

Beweis. Die optimale obere Schranke ergibt sich durch die

= sup ZI frdu) [P = sup (Sf, f) =S| = ITT"|| = [|T|F*,

I lI£ll=1

weil S selbst adjungiert ist.

Fiir die untere Schranke betrachten wir den dualen Frame 1, = S~'¢; mit Frame-
operator S~!, dessen optimale obere Frameschranke laut Theorem 4.2.1 A~! ist. Analog
zu oben ergibt sich

L= 157! = sup Z| (f ) | —|Sﬁpl||TTf|l2:|lT*||2-

I1fll=1 4= HE
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4.2.1 Frames und Operatoren

In Abschnitt 3.3.3 wurde behandelt, dass Riesz Basen das Bild einer orthogonalen Basis
unter einer beschrénkten, invertierbaren Abbildung U sind. Es stellt sich natiirlich die
Frage, ob es fiir Frames dhnliche Abbildungen einer Basis gibt, bzw. was passiert, wenn
wir das Bild eines Frames betrachten. Nehmen wir also an, dass U ein beschrinkter
linearer Operator mit beschrénktem Wertebereich R (U) ist. In diesem Fall wissen wir
aus der linearen Algebra, dass es auch den pseudo-inversen Operator UT gibt.

Theorem 4.2.12. Sei & = {¢x}32, ein Frame fir H mit Frameschranken A und B.
Sei U ein beschrdankter linearer Operator mit abgeschlossenem Wertebereich. Dann ist
{U¢r}”, eine Framefolge mit Frameschranken A||UT||= und BI||U|[?.

Beweis. Fiir f € H gilt
ST UG P =D 1(Uf, ) > < BIUfI* < BIIUIPII£1I1%,
k=1 k=1

d.h. Bedingung fiir die obere Schranke ist einmal erfiillt.

Fiir die untere Schranke betrachten wir ¢ = Uf € R (U). UU' ist die orthogonale
Projektion auf R (U) und damit per Definition selbst adjungiert (siche Lemma A.1.16).
Damit ergibt sich

g=Uf=UUNUf=(UUNYUf=UNUUFS.
Daraus folgt, dass

glP < [T P U < uf.0 =171 > 1UrUs
k=1
und dass
A o0
k=1

D.h. die Framebedingung ist fiir alle g € span{U¢y;} erfiillt, und weil es reicht, dass die
Framebedingung auf einer dichten Teilmenge erfiillt ist, gilt sie auf fiir g € span{Ud¢y}.
[

Korollar 4.2.13. Sei {¢}3>, ein Frame fir den Hilbertraum H mit Frameschranken
A, B und U ein beschrinkter, surjektiver Operator. Dann ist {U¢y}3, ein Frame fir H
mit Schranken A||UT||=2 und B||U||?.

Lemma 4.2.14. Sei {¢y}32, eine Framefolge mit Schranken A und B und U : H — H
eine unitdrer Operator. Dann ist {U g}, eine Framefolge mit den gleichen Schranken.
Ist {pr}72, ein Frame, so gilt das auch fir {Uey}2 .

Beweis. Es gilt

> I U | Z\ U f, ) |
k=1

und weil U unitér ist, gilt

U fIF = (U £,Uf) = UL US) = (£, ) = IfI]
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Theorem 4.2.15. Sei {¢,}, ein Frame fiir H mit Frameoperator S. Sei S~Y2 die
positive Wurzel von S~'. Dann ist {S™V2¢. 132, ein tight Frame mit Frameschranke
A=1 und

= (.57 S~V 20, Vf € H.

k=1

Beweis. Die Existenz von S~/2 folgt aus der Tatsache, dass S beschrénkt und positiv
(ST, 1) = D02, 1 {f, dr) [?) ist. AuBerdem gibt es einen Satz aus der linearen Algebra
bzw. der Funktionentheorie, der besagt, dass S~/? mit S kommutativ vertauschbar ist.
Damit ergibt sich

f=5T18f = 5TRSSTIAF = Y (ST ) STk = Y (.57 0k) ST
k=1 k=1

und

WFIP = () =D 1{FS o) .
k=1
]

Eine weitere Frage, die sich stellt, ist folgende: “Wenn wir einen Frame auf H ha-
ben, und wir betrachten die orthogonale Projektion von H auf einen abgeschlossenen
Unterraum V. Ist dann die Projektion von {¢x}2, wieder ein Frame fir V7

Theorem 4.2.16. Sei {¢x}72, ein Frame fir H mit Frameschranken A, B. Sei P die
orthogonale Projektion von H auf einen abgeschlossenen Unterraum V. Dann gilt

(1) {Pér}e, ist ein Frame fir V mit Frameschranken A, B.

(ii) Umgekehrt gilt fiir einen Frame {¢y}32, auf V mit Operator S, dass die orthogonale
Projektion von H — V' durch

Pr=> (f,5" ) s, Vf €H
k=1

gegeben ist.

Beweis. Fiir den ersten Teil benutzen wir, dass eine orthogonale Projektion selbst adjun-
giert ist, und somit

Fiir den zweiten Teil nutzen wir, dass {¢;}72, ein Frame fiir V ist, und somit S und S~!
Bijektionen sind. Damit ergibt sich S™'¢;, € V. Damit gilt Pg = 0,Vg € V*, und

P(f)=Y (f.S'ou)you=f VfeV.
k=1
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Vorsicht:

Das bedeutet aber lange noch nicht, dass der kanonische Dualframe der Projektion, die
Projektion vom kanonischen Dualframe ist.

Beispiel 4.2.17. Betrachten wir wieder den Frame

1) ()G

wir haben bereits gezeigt, dass
30
= (0 5)

und der kanonische Dualframe durch
b= 1/3 1/3 1/3
o 0 T\ —=1/2 )\ 1/2
gegeben ist.

Betrachten wir nun den Raum V der durch (1,—1)" und (1,1)" aufgespannt wird,
ergibt sich der kanonische Dualframe fiir V durch (1/2,—1/2)" und (1/2,1/2)".

Auflerdem sehen wir in diesem Beispiel auch schon den Zusammenhang zwischen
kanonischem Dualframe {S™'¢;}22, und der Pseudoinversen. Wenn wir die Matrix T,
wobei die i-te Spalte T'; das i-te Frameelement darstellt, ergeben sich die Element des
dualen Frames aus den Spalten von

111 LoV
—1m _ H\—1m _ .
ST = (TTH)'T = (0_11) 1 11 <0—11>‘

Das ist aber auch gleich die (Pseudo)Linksinverse vom Analyseoperator 7.

4.2.2 Reduzierung von Frames

Im Gegensatz zu einer Basis ist eine Frame redundant, und es stellt sich die Frage, was
passiert, wenn ein Element aus dem Frame entfernt wird. Ist er dann immer noch ein
Frame? Oder gar eine Basis? Oder keines der beiden? Mit Hilfe des néchsten Satz lasst
sich diese Frage einfach beantworten:

Theorem 4.2.18. Sei & = {¢y}72, ein Frame fir H.
(i) Wenn {(¢;, S ;) # 1, ist {¢x iz ein Frame fiir H,
(ii) Gilt (¢;, S~ ¢;) =1, ist {py }rrz; nicht mehr komplett.

Beweis. Sei j € N zufillig ausgewéhlt. Dann gilt

Z<¢],S Or) Ok = Zak¢k,
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wobei ay, = {(¢;, S ¢y). AuBerdem gilt ¢; = > d; 1Pk, wobei d; ;. das Kronecker Delta
k=1

ist. Wir haben also zwei verschiedene Darstelluﬁgen eines Vektors, und wir wissen, dass
die Darstellung mit Hilfe des dualen Frames die kleinste Energie besitzt, d.h.

L= 10kl =D lal* + D 1650 — anl® = la; P + 2> |axl* + |a; — 1%,
k=1 k=1 k=1 k#j
Wir unterscheiden nun zwei Fille: a; = (¢;, S '¢;) = 1 und a; = (¢;, S~ ¢;) # 1.
Nehmen wir einmal an, dass a; = 1. Dann ergibt die obige Gleichung, dass °, . |ax[* =
0, und somit folgt

0=a,=(S";,n).

Nachdem a; # 0, kann S~'¢; auch nicht 0 sein. Wir haben also ein Element gefunden,
das nicht null ist, und das orthogonal zu allen ¢, k # j ist. Damit ist aber {¢y }r; nicht
vollsténdig, und damit nicht ein Frame fiir ganz H.

Sei also a; # 1. Dann gilt

Z (¢, S br) dp = ajo; + Zakﬁbk,

k=1 k#j

bzw.

Daraus ergibt sich, dass
2

1
\<f;¢j>|2= 1 ‘Zak<f or)| <
Ikt
a|22|ak| ST P=C>[{f.0n)]
J k#j k#j

Damit gilt

AIFIP S (o) <+ (foon)
k=1 k#j
also wird die untere Framebedingung erfiillt. Die obige Framebedingung wird durch das
Weglassens eines Elements im Frame nicht geéindert (die optimale Frameschranke wird
vielleicht kleiner). Also ist {¢ }rx; ein Frame fiir H. O

4.2.3 Frames und Pre-Frameoperator

Die Eigenschaften eines Frames sind sehr mit den Eigenschaften von Analyse-,Synthese-
und Frameoperator verbunden, siehe z.B. die Herleitung der optimalen Frameschran-
ken. Der néchste Satz stellt einen Zusammenhang zwischen Frameeigenschaft und Be-
schranktheit des Syntheseoperator 7" her:

Theorem 4.2.19. Eine Folge {¢y}32, in H ist genau dann ein Frame wenn der Synthe-
seoperator

T {ar}its = ) ondw
k=1

eine wohl definierte Abbildung von (*(N) auf H ist.
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Beweis. Wenn {¢;}32, ein Frame ist, ist T ein beschréinkter Operator von ¢(*(N) —
‘H, was sich leicht zeigen ldsst, weil die Folge der Teilsummen eine Cauchyfolge bildet.
AuBlerdem haben wir bereits gezeigt, dass der Frameoperator S = TT* surjektiv ist, also
ist auch T surjektiv, und damit wohldefiniert.

Nehmen wir also jetzt an, dass T ein wohl definierter Operator von ¢?(N) auf H ist,
d.h. Y ey ist fiir alle {c}72, € (2(N) konvergent. Wenn wir die n-ten Teilsummen mit

k=1
T, bezeichnen, konvergieren die T,, punktweise gegen T, weil T" wohldefiniert ist, und 7'

ist als Grenzwert von beschriankten Operatoren beschriankt (ohne Beweis). Nachdem T°
ein beschrankter Operator ist, ist auch 7% beschrankt und somit gilt

Do P =T AP < NTIPIAR = NI 1P
k=1

Sei TT die Pseudoinverse von T mit f =TT f = > (T f)x¢r. Dann gilt
k=1

0o 2
1A =101 = <Z(TTf)k¢ka f> <
k=1
<D TP Y 1o P < ITHEIAIE Y1 o) I
k=1 k=1 k=1

Damit sind beide Framebedingungen erfiillt, und {¢x }52; ist ein Frame mit Frameschran-
kenA:ﬁundB:HTHQ. O

4.2.4 Frames als Bild einer Basis

Theorem 4.2.20. Sei {ex}72, eine beliebige orthonormale Basis fiir H. Alle Frames fir
H sind genau die Familien {Uer}2,, wobei U : H — H eine beschrinkte, surjektive
Abbildung ist.

Beweis. Sei {0;,}°, die kanonische Basis von ¢*(N). Dann kénnen wir die Orthonormal-
basis {ey } 22, fiir H mit der kanonischen Basis {45}, von ¢*(N) identifizieren : Wey, = 6.
Wenn {¢}72; ein Frame ist, dann ist der Syntheseoperator beschrankt und surjektiv und
Tér = ¢p. D.h ¢p, = TWey, = Uey, und U ist beschrinkt und surjektiv.

Umgekehrt ist {¢x}72, = {Uer}2, ein Frame, weil der Frameoperator

T{ck}rz, = Z CLOK = ZCkUek =U <Z Ck€k>
k=1 k=1 k=1

wohl definiert und surjektiv ist. O

4.3 Stabilitit und Stérung von Frames

In der Numerik stellt sich oft die Frage von Stabilitidt, d.h. wie “weit” diirfen wir uns
von einem Frame {¢;}72; entfernen, um immer noch die Frameeigenschaft erhalten zu
koénnen.
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Theorem 4.3.1. Sei {¢x}7, ein Frame in einem Hilbertraum H mit Frameschranken
A und B. Sei {Yy}2, eine Folge in H, und A\,u > 0 zwei positive Konstanten mit

A+ \/LZ <1. Gilt
1/2
‘ <MD endl| + <Z\0k|2>
I I

fiir alle endlichen Folgen {cg}trer. Dann ist {1 }32, ein Frame mit Frameschranken

2 2
u 7
A(1-(re25)) o (teas 22 )
( ( VA VB
Beweis. Sei also {¢;}72, ein Frame fiir H und erfiillt {1, }7°, obige Bedingung. Dann
gilt fiir jede endliche Folge {cx }rer

1Y el = 11>t + Y enltn — o)l <
1 I

Z cr(Pr — Vr)

kel
<UD endell + 11D (enlehn — )l <
kel kel
1/2
< (L+ MDD il | + 4 (Z |Ck|2> :
kel kel

Sei nun {c;}2, € ¢*(N). Dann gilt fiir n,m € N mit n > m

> adr

k=m+1

Z Ck Pk

k=m+1

< (14N

n 1/2

k=m-+1

n m
Z Cry — Z crk
k=1 k=1

Nachdem {¢;}32, ein Frame ist, und {c¢;}32; € (*(N), ist Y 7o, cxéx konvergent, und es

folgt, dass die Teilsummen von ) ¢zt eine Cauchyfolge bilden, und somit die Summe
k=1
konvergiert, d.h. der “Synthese” operator

Ty C(N) = H, {e )i = Dt
k=1

ist wohldefiniert und

ITo{eieill < (0 MITo{eshil |+ pllfertizall <
< (14 WVB + ) [{adill, ol € £),

wobei T}, der Analyseoperator von {¢;}2, ist. T, ist also wohldefiniert und beschrénkt,
und somit ist {1y }32; zumindest schon einmal eine Besselfolge mit oberer Schranke

B<1+/\+%)2.
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Nachdem > c¢x¢p und Z ey fiir alle {c,}52, € ¢*(N) wohldefiniert sind, ist die

k=1

57

obige Bedingung nicht nur fur endliche Folgen erfiillt, sondern allgemein fiir alle Folgen

{ep}32, € P2(N). Ausgedriickt durch die Syntheseoperatoren Ty und Ty gilt

I Te{ertiz = TufeniZall < AMT{ediZill + pll{er kil

Fiir die unterer Frameschranke betrachten wir die Pseudoinverse von Ty

Tif = To(ToTy) f = {{(TeTy) f ) oy = {(f. ST )}y

Dann gilt
- _ 1
1T fI = Z [(F.57 o) P < SIIFIP, VF € M.

Per Definition gilt Tq,th f=fund

TuTy = (Th e =Y (f. S5 br) U
k=1 k=1

Betrachten wir nun die Folge {¢}32, = T3 f, ergibt sich mit Gl. (4.6)

(4.6)

f = To T fIl = || TeTh f — TuTLf1] < NI + | THF|| < (A + L) I£]l, Vf € H,

VA

und weil per Definition A + \/LZ < 1 folgt (siche Th. A.1.4), dass TwT(;r invertierbar ist,

d.h.
-1 > —1
f=ToT} <T@T£> F=Y <<T@T§,> £ S_1¢k> Uk
k=1
Dariiber hinaus gilt

o Th|| = [|ToTh — T+ I)| <1+ ||TeTh — 1] <1+ X+ 2

VA
und I
I Te Tyl = | = (I = TyT})]| 21-(+ =)
bzw. . .
TyTl < .
1(1ery) 1l < vy
Deswegen ergibt sich mit Gl. (4.7)
,1 2
I =1 (5 2 = <(TWT;) f,s—1¢k><wk,f> <
o0 2 o0
<> < T@TT f,s-1¢k> > (W f) —|| (ToTo) " f]? Z| (U, f
k=1 k=1
2
<L RS | PP
1-— (A'+-;%K> k=1

(4.7)
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Damit ist aber auch die untere Framebedingung erfiillt

i|<f,¢k> ?>A (1 — (A+T}))2||f||2, Vf e H.

k=1
[l

Beispiel 4.3.2. Sei {e;}?°, eine orthonormale Basis fiir 4 und betrachten wir die
gestorte Basis
gk = ep + agepy1, k €N,

mit a = supy |ax| < 1. Dann besagt das obige Theorem, dass {gx}32; ein Frame mit
Schranken A = (1 —a)? und B = (1 + a)?

Korollar 4.3.3. Sei {¢x}72, ein Frame fir H mit Schranken A, B. Sei {{y}32, eine
Folge in H, und sei R < A eine Konstante mit

D 1ok —tn) P < RSPV € H.
k=1

Dann ist {¢x}32, ein Frame fiir H mit Schranken

2 2
IR IR
All—/—=| ,B|1 — | .
Beweis. Wir setzen im obigen Theorem einmal A = 0 und y = v/R. Wir haben jetzt nur
noch das Problem, dass die Bedingung im obigen Theorem mit dem Syntheseoperator
in Verbindung steht, wir aber hier eine Bedingung im Zusammenhang mit dem Analy-
seoperator angefithrt haben. Diese Bedingung impliziert aber, dass Ty _4 ein Operator

mit beschrankter Norm ist, weswegen auch Ty _¢ beschriankte Norm mit gleiche Schranke
hat. [

4.3.1 Duale Frames

Wie wir schon wissen, gibt es fiir einen redundanten Frame in der Regel mehr als einen
dualen Frame, und es stellt sich die Frage, wie diese dualen Frames mit dem kanonischen
dualen Frame zusammenhéngen. Wir wissen ja z.B. schon, dass die Koeffizienten, die mit
Hilfe des kanonischen Duals ermittelt werden, im Prinzip die geringste Energie besitzen.
Wir beginnen mit ein paar kleineren Lemmata:

Lemma 4.3.4. Seien ® = {¢p}72, und U = {¢y}32, zwei Besselfolgen in H. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f= f: (o n) b,V f € Ho
(ii) leiq,%)%,VfEH-

(iii) (f,g) = 3> (f, 6u) (W 9) g € H.

k=1
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Wenn die obigen Bedingungen ertfillt sind, dann sind ® und V duale Frames fiir H. Wenn
B eine obere Frameschranke fiir ® ist, ist B~1 eine untere Schranke fiir V.

Beweis. Betrachten wir einmal die Syntheseoperatoren Ty und Ty. Dann ist Punkt (i)
gleichbedeutend mit 7,7y = I, woraus aber auch gleich mit [* = I = TyTj; Punkt (ii)
folgt. Das gleiche gilt in umgekehrte Richtung. Und wenn (ii) gilt, folgt durch einfaches
Einsetzen auch, dass (iii) gilt.

Umgekehrt betrachten wir ein fixes f € H, und weil sowohl ® als auch ¥ Besselfolgen

sind, wissen wir, dass Z (f, dr) Y wohl definiert ist. (iii) bedeutet nun, dass
k=1

k=1

woraus sich (ii) ergibt.
Wenn alle Bedingungen erfiillt sind, gilt

1At =10 \Z Fron) (e, 1) P < 1 ) (W, f) P <
K1 k1

Weil @ eine Besselfolge ist, gilt

A1 < BIFIE Y 1 {fown) 17
k=1

womit die untere Framebedingung fiir ¥ mit Schranke % erfiillt ist. Die Rollen von ¥
und P lassen sich aber leicht vertauschen, woraus folgt, dass beide Frames sind. O

Lemma 4.3.5. Sei ® = {¢,}32, ein Frame fir H und {04}, die kanonische Or-
thonormalbasis fiir ¢*(N). Die dualen Frames von {¢y}32, sind dann genau alle Fol-
gen {i}2, = {Ud0k}32,, wobei U : (*(N) — H ein beschrinkter Operator ist, fir den
UTg =1 gilt, wober T der Syntheseoperator des Frames ist.

Beweis. Wenn U also ein beschrénkter links-inverser Operator fiir Tj ist, muss U surjektiv
sein. Nachdem U auch beschréankt ist, und

chwk—chU (Sk IZU Ck
k=1

ist U ein wohldefinierter und surjektiver “Syntheseoperator” fiir die Folge 1 = U(dy),
womit mit Satz 4.2.19 folgt, dass {¢x}32; ein Frame ist. Fir alle f € H gilt

F=UTsf =UL(f, o) ey =U D (fr0x) 0k = Y (f> b v
k=1 k=1

Also ist ¥ = {¢}22, ein dualer Frame fir ®.
Umgekehrt gilt fiir jeden dualen Frame W, dass Ty beschréankt, surjektiv und ein
Linksinverses zum 77 ist. Per Definition ist V), = Tyd, und es gilt TyTy = 1 O]
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Stellt sich nur noch die Frage, wie denn iiberhaupt alle beschrankten Linksinversen
von Tj aussehen.

Lemma 4.3.6. Sei & = {¢p}32, ein Frame fir H mit Syntheseoperator Te. Die be-
schrinkten Linksinversen U von Ty sind genau alle Operatoren der Form

U=S3'"Te +W(I —TpS 'Ty),
wobei W : (2(N) — H ein beschrinkter Operator ist, und I die Identitit auf (*(N) ist.

Bewets. Sei also
U=S3'Te +W(I —TpS 'Ts).

Dann gilt
UTi = Sy ' TeTy +W(Ty — TaSy ' ToTy) =1 —W(Ty —Ts) = 1.
Ist umgekehrt U ein beschréanktes Linksinverses von 7Ty, so gilt mit W = U
SglTy +U(I —TpSy'Ty) = Sg'Te + U — Sz'Ty = U.
O

Mit Hilfe der obigen Lemmata ist es nun moglich, einen Zusammenhang zwischen
allen dualen Frames eines gegebenen Frames {¢x}72, zu zeigen.

Theorem 4.3.7. Sei {¢r}32, ein Frame fir H. Die dualen Frames fir {¢r}3, sind
genau alle Familien

e, = {s%pk =Y (57 ) hj} ,
J=1 k=1
wobei {hy}32, eine Besselfolge in H ist.
Beweis. Lemma 4.3.5 zeigt, wie jeder duale Frame mit Hilfe eines beschrankten Links-

inversen gebildet werden kann, Lemma 4.3.6 zeigt, wie alle diese Inversen aussehen. Die
Kombination ergibt also, dass

{ek2y = {593 ' Tab + W(I — T;;S;lT@)ék}Z":l ,

wobei W ein beschréankter linearer Operator ist, bzw. ein Operator der Form

o0

W C(N) = H W ek, =) culn
k=1

mit einer Besselfolge {hy}72; ist. Damit ergibt sich aber

(e 9]

{etiz, = {Sq>1¢k- + hy, — Z <S<}Tl¢k> ¢j> h]}
J=1 k=1
]

Wir kénnen natiirlich auch umgekehrt sagen, dass, wenn {c}7°, eine Losung von

=Y cdr =To{a}i, (4.8)
k=1

ist, ist auch {cx}32, + {di}32, fiir alle d € N (Tp) eine Losung von Gl. (4.8) ist.
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4.4 Projektion und Frames

Wenn wir in Richtung Anwendung gehen, ergibt sich das Problem, dass Frames, die
auf dem gesamten Hilbertraum H definiert sind, zwar gut und schén sind, aber in der
Regel auch unendlich viele Frameelemente besitzen, und somit fiir praktische Implemen-
tierungen nur bedingt verwendbar sind. In den meisten Féllen wird es notwendig sein,
die Frames auf ‘H auf einen endliche dimensionalen Teilraum zu beschrinken, d.h. wir
beschéftigen uns eher mit Framefolgen als mit Frames. Dabei spielt dann die bereits oben
erwiahnte Projektion auf den Unterraum V', der durch eine zwangsweise endliche Anzahl
von Frameelementen aufgespannt wird, eine wichtige Rolle:

N N
Pof=> (frdn)tn=>_ (fithn) ¢n = (TT*)'TT"f,
n=1 n=1

wobei es wichtig ist, dass der duale Frame fiir V' im allgemeinen nicht aus Frameelementen
vom dualen Frame fiir H bestehen wird. Nachdem ® nicht ein Frame fiir den gesamten
Raum ist, ist der Frameoperator (77*) auch nur auf dem Unterraum V' invertierbar.

Wenn der (endliche) Frame, der den Vektorraum V' aufspannt, schon bekannt ist, ist
es moglich den dualen Frame im Vorhinein zu bestimmen, aber oft kommt es vor, dass
die Auswahl der Frameelemente adaptiv erfolgt. Im Prinzip konnen wir zwei Arten von
Problem definieren.

Beim dualen Synthese Problem kennen wir die Framekoeffizienten {f;}7>, und wir
kénnen zunéchst einmal y = T{fx}?2, = TT* f berechnen. Fiir die Projektion

f=@T)y=5"

muss nun der Frameoperator S (numerisch) invertiert werden. Bitte auch beachten, dass
im obigen Problem schon vorausgesetzt wurde, dass die Koeffizienten bereits im Werte-
bereich von T™ liegen.

Beim dualen Analyse Problem, ergibt sich eine dhnliche Konstellation. Nachdem wir
hier mehr oder weniger den dual Frame brauchen,

fo=(TT")7'T"f

stellt sich wiederum das Problem, wie der Frameoperator invertiert werden soll.

In beiden Féllen stellt sich also die Frage der Invertierung des symmetrischen Ope-
rators / einer symmetrischen Matrix. In [10] wurden dazu zwei Algorithmen vorgestellt,
namlich die Richardson Iterartion und Conjugate Gradient Iteration.

4.4.1 Richardson Iteration

Die Richardson Iteration ist ein relativ einfaches Verfahren, das aber, wie wir spéter sehen
werden, zur Fehler-, bzw Konvergenzschiatzung Kenntnis der Frameschranken A und B
bendtigt.

Theorem 4.4.1. Gesucht sei die Lisung 2 = S~ 'y, wobei S ein symmetrischer Operator
ist. Seien zg und v > 0 ein vorgegebener Startwert, bzw. ein vorgegebener Relazationspa-
rameter. Fir k > 0 wird der k-te Iterationsschritt durch

2k = 2K—1 + Yy — Szp—1)
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definiert. Wenn nun
0 =max{[l1 —~vA|,[1 =B} <1,
dann gilt, dass
12 = 2]l < 8%|2 = 2ll.
Beweis. Betrachten wir

z2—zp=2— 21 — VS (2 — 2k_1)

und definieren
R=1—+~S.

Damit ergibt sich
z— 2y = R(z— z_1) = R¥(2 — 2).

Nachdem S ein Frameoperator ist, wissen wir, dass die Eigenwerte von S zwischen A und
B liegen, und dass fiir R=1—~vS

| (Rz,2) | < dl|2]]*.

Weil R selbst adjungiert ist, folgt mit Lemma A.1.13, dass ||R|| < § und das Verfahren
konvergiert, wenn 6 < 1. ]

Der Richardson Algorithmus wird auch oft Framealgorithmus genannt, und die Kon-
vergenzrate kann optimiert werden, wenn o moglichst klein ist, d.h. wenn

2 B-A 1-4
pr— b ‘6: p— B_
TS arp Y B+A 1+4

11 —~B]

11— A4

>

Abbildung 4.1: Relaxationsparametergeraden
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4.4.2 Conjugate Gradient Invertierung

Theorem 4.4.2 (Conjugate Gradient). Zu Ldsen ist das System z = S~'y mit Anfangs-
wert zg = 0, und Parametern ro = py = y,p—1 = 0. Fir k > 0 werden nun folgende
Parameter definiert:

(Tk,pk>
<Pk, Spk>
k1 = 2k + AkDr
Thel = Tk — AeSDg
(Spr, Spr) 11 SpeSpr—1

A =

Pr1 = Pk — pr— Pr—1.
o (Drs SPK) (Pr—1, SP—1) '
Y JBA -
Mit o = =7 gilt
20
I = 24ls < T glells
wobei ||z||s = ||Sz]|[?.
Beweis. Siehe [8]. O

4.4.3 Matching Pursuit

Fiir den endlich dimensionalen Raum C¥ stellten Mallat und Zhang diesen Algorith-
men bereits 1993 vor, um aus einer vorgegeben Menge von moglichen Losungskompenten
(= Dictionary) eine moglichst genaue Darstellung eines Vektors mit moglichst wenigen
Komponenten ermittelt. Matching Pursuit Algorithmen sind s.g. Greedy Algorithmen,
die nach und nach die Elemente der Darstellung suchen (Stichwort Compressed Sensing).
Nehmen wir also an, die Frameelemente {¢}72, bilden das Dictionary, und wir wollen
einen Vektor f € ‘H mit moglichst wenig Komponenten darstellen. Der Einfachheit halber
wollen wir annehmen, dass ||¢x|| = 1,Vk € N.

Der erste Schritt besteht darin, f auf einen eindimensionalen Unterraum V' = span{¢;, }
zu projizieren, wobei ¢;, ein Element des Frames ist, das wir spéter nédher bestimmen
werden. Nachdem wir nur ein Element betrachten, ergibt sich die orthogonale Projektion
durch

Pf = <f7 ¢Zo> ¢i0-
Wegen der Orthogonalitét der Projektion ergibt sich fiir das Residuum ro mit ro = f— P f

[Iroll* = FII® = 1IPAIP = AP = [ (f, di) I*

Um rg moglichst klein zu halten, miissen wir also ¢;, so wihlen, dass | (f, ¢;,) |* moglichst
grofl wird. Am besten wére natiirlich nach dem Maximum zu suchen, aber manchmal ist
es einfacher ein fast optimales Frameelement zu bestimmen, d.h. ein Element fiir das fiir
eine Relaxationsparameter o € (0, 1] gilt:

| (fs dio) | = cosup | {f, ¢;) |.
jeN

| 2

Die ganze Prozedur wird jetzt mit dem Residuum anstelle von f wiederholt, d.h. wenn
wir annehmen, dass das m-te Residuum r,, ermittelt wurde, wird das neue Element ¢;,,,,
aus dem Dictionary durch

| <Tm7 ¢im+1> > asup <Tm7 ¢]>
JeN
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gewihlt, wobei wir rq = f setzen. Durch die Projektion von r,, auf span{¢;  } wird dann
das néchste Residuum berechnet

'm+1 = <rm7 ¢zm> —Tm.

Durch die Konstruktion ergibt sich

M-1
= bip) big +11= ([, Diy) i + {f; Pir) i + 72 = (T i) Py + 71
m=0
und wegen der Orthogonalitét der Projektionen folgt
M-1 2
1P =D s i) ||+ lrael?
m=0
4.4.4 Konvergenz in CV
Betrachten wir )
lrmenll® _ 1—|( ™ g, <1— 1 (rp, @)
[lrm][? Il /1 e
wobei
D) =
) = o) <

die Kohérenz des Vektors relativ zum Dictionary/Frame ist. Definieren wir

min(P) = inf 7(1)
fimin (D) Teé}vl,#ou(r )

zeigen wir im néchsten Satz, dass finin(P) > 0, und damit ergibt sich die Konvergenz des
Matching Pursuit durch

[17mal[* < (1= fimin (@Il [ < -+ < (1= g (2)™ £

Theorem 4.4.3. Das Residuum r,,, das mit Hilfe des Matching Pursuit mit Relazati-
onsparameter a € (0,1] ermittelt wurde, erfillt

17l < (1 = o i ()™ || £
mat
0< ,umm(CI)) S 1.
Beweis. Die Abschétzung bzgl. des Residuums wurde bereits oben beschrieben. Um zu
zeigen, dass pimin® > 0, nehmen wir das Gegenteil an, d.h. es existiert ein Folge { f,,}>_,
mit

lim sup | (fm,@;) | = 0.

m—o0 jGN

In C¥ ist die Einheitskugel kompakt, d.h. es existiert eine Teilfolge in {f,,}°_,, die gegen
einen Einheitsvektor f € CV konvergiert.
Daraus folgt aber

sup [ (f, ¢;) | = lim sup | (fm,, ¢5) | =0
j€EN —0 jeN

und weil ® ein Frame ist, dass f = 0. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass
f auf der Einheitskugel liegt. O
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Mallat konnte auch zeigen, dass der Matching Pursuit Algorithmus auch fiir unendlich-
dimensionale Hilbertrdume und vollstdndige Dictionaries konvergiert, jedoch ist diese
Konvergenz nicht mehr exponentiell.

In der Praxis kann es sein, dass die Konvergenz nur sehr langsam ist, bzw. dass durch
Rechenfehler die Konvergenz iiberhaupt nicht eintritt, des gibt aber etliche Varianten der
Matching Pursuit Idee, die sich mit solchen Problemen beschéftigen.

4.5 Anwendung von Frames: Rauschunterdriickung

Die Redundanz eines Frames kann ausgenutzt werden, um Rauschen in der Darstellung
eines Signals zu unterdriicken. Wenn wir uns von der theoretischen Welt der Mathematik
in Richtung Realitdt bewegen, machen wir einige Fehler auf dem Weg zwischen Theorie
und Realitét, z.B.

e Quantization Fehler, die entstehen, weil Zahlen nur mit einer gewissen Genauigkeit
dargestellt werden kénnen,

e Truncation Fehler, die entstehen, weil die unendliche Summe der Framedarstellung
frither oder spéater abgebrochen werden muss,

o Ubertragungsfehler, die entstehen, wenn Signale iiber verschiedene Stationen ver-
schickt werden, Stichwort “Stille Post”,

e Fehler, die durch fehlerhafte Mikrophone entstehen, ....

Nehmen wir einmal an, dass das Rauschen {w;}°, € ¢*(N), dann wird aus einem
Signal die Approximation (¥ ist der kanonische duale Frame)

F=) (o) +we) e = f+ > widpe
k=1 h=1

Wie schon oben, kénnen wir praktisch nur eine endliche Anzahl von Frameelementen
verwenden, was aber auch bedeutet, dass wir nicht wirklich den ganzen ¢*(N) als Koef-
fizientenraum fiir den Syntheseoperator zur Verfiigung haben, sondern eine Projektion
von ¢ — R (T}). Nachdem die Empféingerseite weifl, dass das empfangene Signal mit-
tels eines Frames generiert wurde, macht es Sinn, das Rauschen im Signal mittels einer
Projektion @ : *(N) — R (T}) zu kompensieren, wobei R (T3) der Wertebereich von Tj
ist,

QS vw) + wiy = {{f. )} + Q{wn}i<s-
wobei (Qu)y = (53, wyty, d ).

Theorem 4.5.1 (Reproduzierender Kern). Sei ® = {¢}32, ein Frame fir einen Un-
terraum V- C H (oder auch fir den Hilbertraum H selbst). Dann ist die orthogonale
Projektion von (*(N) — R (T*) durch

[e.o]

Qlar}it, =T THa}i2, = {ch (¥n, ¢k>}

k=1

gegeben, wobei TT = (TT*)™YT wieder die Pseudoinverse von oben und W = {1}, der
kanonische Dualframe sind.
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Die Koeffizienten {cy}32, € (*(N) sind genau dann Framekoeffizienten {cy}32, €
R (T*), wenn sie die reproduzierende Kern Gleichung

[e.9]

¢, =T"TTe, = Z ek (Vky On)

k=1
erfiillen.

Beweis. Fiir {c,}32, € R (T*) existiert ein f mit 7% f = {cx}72, und es gilt
Qlen}isy =TT f =T (TT*)'TT" f =T f = {e 7
Fiir {¢}32, € (R(T%))" =N (T) gilt
Q{entiz, = T*TT{Ck}zoﬂ =T*(TT") "' T{e}72, = 0.
Ist nun {cx}52, € R (T7) gilt
T}y = TH(TT)TTT f =T f = {ex}is.
Umgekehrt gilt

{Ck}]iozl = T*TT{Ck}Zozl = T*SilT{Ck}zozl = T* (Z Cksl¢k> = T*f
k=1

]

Bemerkung: Aber Vorsicht bei der Notation. Hier betrachten wir eine Framefolge fiir
‘H, also einen Frame fiir eine Unterraum.

Zuriick zur Rauschunterdriickung. Eine oft gemachte Annahme beziiglich des Rau-
schens, ist die Annahme eines weiffen Rauschens, d.h. die wy sind unabhéngige Zufalls-
variablen mit Mittelwert 0 und Varianz o2, d.h.

Ew, =0, E(wkwg) = 0-26k,€, Vk, ¢ € N.

Wie schon oben, soll der Effekt vom Rauschen moglichst gering gehalten werden. Im Falle
des kanonischen Dualframes 1, = S~1¢; konnen wir folgende Aussage treffen:
Theorem 4.5.2. Sei {¢,}32, ein normalisierter Frame mit unterer Schranke A. Fir
weifles Rauschen w := {wg }32, gilt fir alle k € N

2
o

E 2 <
(Qu)kl” = —
Sollte {¢}72, ein tight Frame sein, gilt Gleichheit.
Beweis.

E[(Qu)i|* =E

VS

(Qu)i{Qu)i) =

J

I
=
R
()¢
g

I
—

i (i, Or) Z wg (1, ¢k)> —

E(wjwe) V5, dx) (e, or) =

I
™
[M]¢

<
I
—
~
I

1

2
| (e, ) > < S|kl 2 =

2

7
T

[
qu
WE

~

=1
Fiir einen tight Frame ist S™1 ein Vielfaches der Identitéit I und die obige Ungleichung
wird zur Gleichung. O]
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4.5.1 Oversampling

In Abschnitt 3.3.5 haben wir gezeigt, dass bandbeschrinkte Signale mit Hilfe von sinc
Funktionen dargestellt werden kénnen. Betrachten wir zum Beispiel den Paley-Wiener
Raum PW mit

PW = {f e L*(R) : suppf C [—1/2,1/2]}

dann besagt Shannon’s Sampling Theorem, dass sinc(. — k)ez eine orthonormale Basis
von PW ist, und dass

f(2) = 3 FR)sine(t — k), f(k) = (f, sine(. — k)).

keZ

wobei ()
. Snlmt) - fiir ¢ £ 0
— t ’
sine(t) { 1 fiir £ =0.

Dass sinc € PW ist klar, weil die Fouriertransformation von sinc die Rechteckfunktion
ist.

Die Idee hinter Oversampling ist nun, dass durch das Abtasten bei {k/M},_, , M €
N, M > 1 das Rauschen unterdriickt werden kann. Betrachten wir zunédchst die Funk-
tionen sinc(t — k — m/M) fir ein fixes m € {0,..., M — 1}. Weil sinc(t — k) in PW
orthonormal ist, gilt das auch fiir dieses System. Das bedeutet, dass wir eine endliche
Familie von orthonormalen Basen haben, deren Vereinigung

M—-1

|J {sinc(t — k — m/M)}per = {sinc(t — k/M)}per

m=0
eine tight Frame mit Frameschranke A = M ergibt. Fiir jedes f € PW gilt dann:
1 . :
Ft) =57 > " (f.sinc(. — k/M)) sinc(t — k/M).

kEZ

Weil aber {sinc(t — k) }rez eine orthonormale Basis bilden, gilt

(f,sinc(. — k/M)) = / f(t)sine(t — k/M)dt = /(ﬁk/Mf(t))sinc(t)dt =

= (Tryma ))(0) = f(k/M),

wobei der Translationsoperator durch Ty (f) := f(t — k) definiert ist. Damit ergibt sich

(1) = % F(k/M)sine(t — k/M).

Im obigen Abschnitt konnte gezeigt werden, dass die Energie vom Fehler

d.h. je groBer M, umso kleiner die Energie des Rauschens.
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Kapitel 5

Gabor Frames

5.1 Motivation
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Abbildung 5.1: Spektrum und zwei Spektrogramme mit verschiedenen Fensterldngen zu
den ersten paar Takten von alle meine Entlein.

In der Akustik ist die Fouriertransformation ist ein wichtiges Werkzeug, um die Fre-
quenzkomponenten eines Signals zu bestimmen. Sie hat unter anderem aber einen groflen
Nachteil. Das Signal sollte bereits iiber den ganzen Zeitbereich bekannt sein, und aus
dem Spektrum des Signal ist nicht ersichtlich, wann eine Frequenzkomponente auftritt,
sondern nur, dass sie auftritt. Ein Weg von einer reinen Frequenzdarstellung zu einer Zeit-
Frequenz-Darstellung zu kommen, ist die Kurzzeitfouriertransformation (STEFT). Die Idee
hinter der STFT ist relativ einfach und l&sst sich am Besten mit dem Begriff “Fenste-
rung” beschreiben. Anstatt das ganze Signal zu betrachten, wird nur ein kleiner Abschnitt
( = gefenstertes Signal) betrachten, d.h. das Signal wird mit einem Fenster von endli-
cher Liénge multipliziert. Das gefensterte Signal wir nun fouriertransformiert, und wir
erhalten damit eine vertikale Linie im Spektrogramm, das den Absolutwert der Fourier-
koeffizienten, bzw. das Quadrat davon farblich darstellt. Dann wird das Fenster ein wenig
im Zeitbereich verschoben und die ganze Prozedur wiederholt.

Definition 5.1.1 (Kurzzeitfouriertransformation). Fiir ein gegebenes Signal f(t) € L*(R)
ergibt sich seine Kurzzeitfouriertransformation aus

STFT,(f)(r,v) = e;(r,v) = / Ft)g(t — T)e=2m vy, (5.1)

69
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wobei g(t) € L*(R) als Fensterfunktion bezeichnet wird. Umgekehrt gilt

f(z) = 7 7 cp (T, ) g(x — 7)dvdr.

In der Praxis gibt es dabei einige Dinge zu betrachten:

e Eigentlich wire eine Box Funktion ein naheliegendes Fenster, aber ein scharfes Ab-
schneiden einer Funktion ist nicht immer eine gute Idee, weil an den Schnittstellen in
der Regel Unstetigkeiten auftreten. Die Fouriertransformation der Box/Rechteck-
Funktion ist die sinc Funktion, die nur sehr langsam abfallt. Aus diesem Grund
sollten fiir die STFT glatte Fenster (z.B. Hanning oder Hann) verwendet werden,
deren Fourierkoeffizienten auch schneller abfallen. Ein Beispiel fiir zwei verschiedene
Fenster und deren Fouriertransformierten ist in Abb. 5.2 gegeben.
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1.2 100
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0.8 50
0.6 0
0.4
02 -50
0 -100
0 02 04 06 08 1 0 2000 4000 6000 8000
1.4 150
1.2 100
1
0.8 50
0.6 0
0.4
0.2 -0
0 -100
0 02 04 06 08 1 0 2000 4000 6000 8000

Abbildung 5.2: Ein Rechteckfenster und ein Hanningfenster auf der linken Seite, deren
Fouriertransformation auf der rechten.

e Die schon oben erwdhnte Unschérfe in Verbindung mit der Fouriertransformati-
on spielt bei Spektrogrammen eine grofie Rolle. Lange Fenster bedeuten eine gu-
te Frequenzauflosung, kurze Fenster hingegen eine gute Zeitauflosung (siehe auch
Abb. 5.3).

e Die Uberschneidung der Fenster bestimmt im Prinzip die Glattheit des Spektro-
gramms und wie wir spéter sehen werden, auch in gewisser Weise die Stabilitédt der
Darstellung.
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Abbildung 5.3: Spektrogramm eines Signals mit Rechteckfenster (links) und Hanning-
fenster (rechts) mit verschiedenen Fensterldngen.

Wenn wir die Fouriertransformation betrachten, stellen wir im praktischen Fall eine Funk-
tion durch eine Linearkombination mit einer Basis 2™ bzw. e?™™™/N dar. Die STFT
kann auf dhnliche Weise interpretiert werden. Das Integral in Gl. (5.1) kann als L*-
Multiplikation von f(x) mit der Funktion g, ,(z) = g(z — 7)e ?™* = £,7, g interpretiert
werden. Die beiden Operatoren £ und 7 bezweichnen hier den Modulations-, bzw. Trans-
lationsoperator. In der Signalverarbeitung gibt es drei Arten von Operatoren, die sehr
héufig verwendet werden:

Translationsoperatoren: 7, : L*(R) — L*(R) : f(z) — f(z —a),a € R.
Modulationsoperatoren: &, : L*(R) — L?(R) : f(x) — e*™* f(x),b € R.
Dilationsoperatoren: D, : L*(R) — L*(R) : f(z) — %f (;—”) , 7 € RT.

Translation und Modulation sind iiber die Fouriertransformation F eng verbunden,
so ist

FTO0) = [ fo=aje et = [ e i = F(1)0)

Es stellen sich natiirlich die Fragen “Welche Eigenschaften sollte das Fenster g, ,, (bzw.
sein diskreter Zwilling) besitzen?” oder “Wenn die Koeffizienten der STFT bekannt sind,
kann das urspriingliche Signal wieder hergestellt werden?”. Gabor Analyse versucht auf
diese Fragen eine Antwort zu geben.

Gabor Analyse beschiftigt sich der Darstellung von Funktionen durch Zusammen-
setzung von verschobenen und modulierten Versionen eine vorgegeben Fensterfunktion
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g(x) (siehe Gl 5.1). Neben der kontinuierlichen Version kénnen die Translationen und
Modulation auf eine beschriinktes Untermenge A C R? beschriinkt werden.

5.1.1 Eine Anwendung: MULACLAB

Wenn wir normalerweise von Filter sprechen, meinen wir zeit-invariante Filter, d.h. der
Frequenzbereich des Filters &ndert sich nicht {iber die Zeit. Manchmal ist es aber notwen-
dig spezielle Teile aus einem Signal zu schneiden, die sich iiber die Zeit verdndern, zum
Beispiel die Vorbeifahrt eines Zugs oder einer Ambulanz, bei der der Dopplereffekt die
Frequenz &ndert, oder wie im Beispiel in Abb. 5.4 ein Theremin aus einem Musikstiick.
Wird das Spektrogramm des Signals mit Hilfe der Kurzeitfourier-Transformation mit ei-

File Edit Frame visualization

Selection

Tools
| free ||wand|| sub |

Audioplayer

Abbildung 5.4: Screenshot von MULACLAB: Ausschnitt eines Spektrogramms eines Mu-
sikstiicks (Amiina, “Rugla”), aus dem ein Teil des Theremins entfernt wurde.

nem GauBfenster generiert, reprisentiert jeder Farbpunkt im Spektrogramm den Betrag
eines Gaborframe Koeffizienten, wir konnen also im Spektrogramm mit graphischen Werk-
zeugen Fourierkoeffizienten auswéhlen, die wir dann manipulieren kénnen, zum Beispiel
auf 0 setzen. Die Theorie dahinter, bilden s.g. Framemultiplier (cf. [2]), was im Prinzip
nichts anderes bedeutet, als dass ein Signal mittels eines Frames zerlegt wird, die Koeffi-
zienten der Zerlegung manipuliert werden, und dann das (manipulierte) Signal mit Hilfe
des dualen Frames wieder zusammengesetzt wird. In der frei verfiigbaren Matlab/Octave
Toolbox LTFAT (https://1ftfat.org) gibt es dazu das Tool MULACLAB, mit dessen
Hilfe Regionen im Spektrogramm markiert und manipuliert werden kénnen.

5.2 Gaborframes

Definition 5.2.1 (Gaborsystem). Eine Familie G(g,a,b) von Funktion der Form
{gmb%ag}m,nez = {GQﬂimbwg(I - na’)}mﬂ’bez



5.2. GABORFRAMES 73

wird Gabor System genannt.

Wenn wir zuriick auf die STFT schauen, kénnen wir sozusagen den Parameter a
als Zeitschrittweite und den Parameter b als Frequenzschrittweite interpretieren. In der
Regel ergeben sich die Koeffizienten einer Framedarstellung immer durch (f, g,.,), also
macht eine positive Modulation Sinn, weil durch das innere Produkt das Vorzeichen der
Modulation umgedreht wird, und wir dann wieder bei der Fouriertransformation landen.

Definition 5.2.2 (Gaborframe). Ein Gaborframe ist ein Frame fiir L*(R) der Form

{5%w7;ag}nun6Z ::{emmnwxg(x'_'na)}nun627

wobei a,b > 0 und g(z) vorgegebene Parameter, bzw. Fensterfunktionen sind. Gabor Fra-
mes werden in der Literatur auch oft als Weyl-Heisenberg Frames bezeichnet.

Wenn wir Systeme {7r,g}rez betrachten, konnen wir die Eigenschaften der Dilation
nutzen, und um die Schreibweise zu verkiirzen, einfach einmal annehmen, dass b = 1.
Nachdem D ein unitérer Operator ist und D, Ty = Tip/, D5, gilt

Lemma 5.2.3. Sei g € L*(R) und a,b > 0. {Tipg}rez ist genau dann eine Framefol-
ge/Frame, wenn {Ti/yD~yg}rez eine Framefolge/Frame ist. In diesem Fall haben beide
die selben Frameschranken.

Angenommen Y, , g(x — ka) konvergiert', dann ist diese Summe im Prinzip eine
Periodisierung von g(z). Diese Periodisierung werden wir in diesem Kapitel noch o6fter
antreffen. Einen Zusammenhang zwischen Fenster und periodischen Funktionen erklart
die Notwendigkeit einiger allgemeinen Lemmata, auf die spétere Beweise rund um Ga-
borframes aufbauen:

Lemma 5.2.4. Seien a > 0 und f : R — C eine beschrdinkte, messbare und periodische
Funktion mit Periode a. Ist g € L'(R) gilt:

kEZ

7 falgta)dn = [ 7)Y gta ~ ka)ds

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die obige Bedingung fiir den Betrag konvergiert (d.h. wir
haben absolute Konvergenz), woraus der Rest folgt. Betrachten wir also

/0 @Yl - kalde = 3 / 1 @)lga — ka))dz =

k€EZ keZ

=3 [ 1#@ = kalgte ~ ke = [ If@)ala)ids

keZ

f ist beschriinkte, g ist in L'(R), somit konvergiert die obige Summe. Damit diirfen wir
aber auch Summe und Integral im “originalen” Problem vertauschen. O]

Der Beweis zeigt iibrigens auch, dass in diesem Fall auch Y g(x — ka) konvergiert,
kEZ
und wenn wir die Idee weiter verfolgen auch, dass

'Was zum Beispiel bei Funktionen mit Triiger in einem endlichen Intervall oder schnell abfallenden
Funktionen der Fall ist.
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Lemma 5.2.5. Seien a > 0 und f,g € L*(R). Dann ist die Reihe > f(x —ka)g(z — ka)
kEZ
fast tiberall absolut konvergent und

7]“(9:) z)dr = /0 > fx—ka)g(x — ka)da.

kEZ

Beweis. Weil g, f € L*(R) folgt, dass fg € L'(R) (z.B. wg. Cauchy-Schwarz). Damit
folgt mit obigen Lemma, dass

Z|f(x— ka)g(z — ka)| < oo

keZ

weil wir Limes und Integral vertauschen diirfen:

/Z|fx—ka g(x — ka)| = /\fx—k;a x—ka|—/|f z)| < o0

0 kez kcz

Weil die Summe absolut konvergiert, diirfen Limes und Integral auch fiir die urspriingliche
Summe vertauscht werden. O]

5.3 Fensterfunktion

Blicken wir zunéchst einmal auf das Fenster g(x). Eine notwendige Bedingung, damit
G(g,a,b) ein Frame ist, ist wie gut die verschobenen Versionen von g(x) die reellen Zahlen
tiberdecken. Definieren wir die Funktion G(z) als

= Z|g(:c—na)\2,x eR.

neL

Dann gilt

Theorem 5.3.1. Sei g € L*(R) eine fize Fensterfunktion und a,b > 0. Ist das System
G(g,a,b) ein Frame mit Frameschranken A und B, so gilt:

bA < G(z) < bB

fast diberall in R. Um prdaziser zu sein; Ist die rechte Ungleichung nicht erfiillt, kann
G(g,a,b) keine Besselfolge sein, wird die linke Ungleichung nicht erfillt, kann die untere
Framebedingung nicht erfillt sein.

Beweis. Betrachten wir zuerst einmal die rechte Ungleichung. Wir nutzen einen indirekten
Beweis, d.h. wir nehmen an, dass es ein messbare Menge A C R gibt, fiir die

= Z|g(x—na)|2 >bB,x € A

nez

gilt.



5.3. FENSTERFUNKTION 75

Wir kénnen annehmen, dass A in einem Intervall I der Linge |I| = b enthalten ist?.
Wir kénnen A als disjunkte Vereinigung von

Ag:={x e A:G(z) >1+bB},

1 1
A = A —— B < — B
ri={r € k’+1+b _G(x)<k+b hkeN

darstellen. Nachdem das Mafl von A nicht null ist, gibt es zumindest ein A, mit positivem
MaB. Auf dieser Menge betrachten wir die charakteristische Funktion xa,,

1 fir x € Ay
XAk/(x) ~ 1 0 sonst.
Sei gmn = EmpTna(g) und betrachten wir die Framekoeffizienten der Darstellung von x4,
Z ’ <XAk/agmn> ‘2 = Z Z | <XAkmgmn> |2 =
m,neZ nezZ mez
= Z Z | <XAk/7;Laga Smb> |2 =
neZ mez
1 2 2
=37 Z X2 7lg(e —na)|"dx
nEL "

Die letzte Zeile gilt, weil suppxa,, C I und {VbEs} mez eine Orthonormalbasis fiir L(1)
ist (Stichwort Fourierreihe), und somit die Energie der Koeffizienten einer Darstellung
mit Hilfe der Basis gleich der Energie der Funktion ist. Also gilt

1
Z ‘ <XAk/>gmn> |2 = 6 G(l’)dl‘ >

mmneL Agr

1 1
> — bB dr =
_b(k/+1+ )/Ak,l'

1 1
=z bB 2

1
— (Bt 2

was aber nicht sein kann, weil G(g,a,b) ja ein Frame ist und somit die obere Framebe-
dingung erfiillen muss. Das heifit A ist eine Nullmenge.

Fiir die untere Framebedingung kénnen wir &hnlich wie fiir die obere Bedingung vor-
gehen, z.B.

1 1
— : - < — .
Ay {m bA A G(x) < bA k:}

]

Wie schon erwihnt, es ist nur eine notwendige Bedingung, dass das Fenster zumin-
dest beschrinkt sein muss, und die verschobenen Versionen die reellen Zahlen “gut”
iiberdecken muss. Die umgekehrte Richtung ist weniger einfach, die Beweise fiir die Theo-
reme zu diesem Thema sind oft sehr lang und sehr technisch. Deshalb, werden sie hier
nicht angefiihrt. Viele der Beweise beruhen darauf, dass Gaborframes im Prinzip trans-
lationsinvariante Systeme sind.

2Entweder wird A abgeschnitten oder dementsprechend aufgefiillt.
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5.3.1 Translationsinvariante Systeme

Gabor Frames sind ein Spezialfall von translationsinvarianten Systemen. Fin translati-
onsinvariantes System ist eine abzdhlbare Famile von Funktionen {g,}me; mit einem
Translationsparameter ¢ > 0 in L*(R) (um die Notation zu vereinfachen, wird I = Z
gesetzt:

{gmn} = {ﬁzagm}m,nez}'
Wihlen wir fiir die Funktion

9m = e27rimbxg(l,) = 5mbg($)7
kénnen wir ein Gaborsystem bis auf einen Phasenfaktor als translationsinvariantes System
schreiben:

g<g7 CL, b) = 6_2Wimnab7;mgmbg(x)7

und damit auf die Theorie, die fiir diese Systeme entwickelt wurde, benutzen.

AuBlerdem gibt es bei Gaborframe eine Verbindung zwischen Frequenz- und Zeit-
bereich. Nehmen wir einmal an, dass G(g,a,b) ein Gaborframe ist. Dann gilt fiir ein
feL*(R)

[ (F ) | = |(f 5 )

wobei f die Fouriertransformierte von f bezeichnet. Weil

Y

oo o0

gﬁ — / g(.T _ na)627r1mbx€f2ﬂ'wx _ / g(x)eme(ufmb)(erna)dx —
— 00 —00
2wimnab  —2wivna 2wimnab ~
=e e g(v—mb) =e E a0,

gilt, dass G(g,a,b) genau dann ein Frame ist, wenn G(g, b, —a) ebenfalls ein Frame ist.
Das bedeutet, es konnen sowohl fiir g als auch g Bedingungen und Kriterien gefunden
werden, unter denen eine Gaborsystem ein Frame ist.

5.3.2 Bedingung im Frequenzbereich

In Kriterien an das Fenster fiir translationsinvariante Frames {g,n} := {Tnagm} herzu-
leiten, wird die Matrix-Funktion

H,(v) == (gm(v — k/a)),wneZ = (g(v — mb— k‘/a))k,mEZ , (5.2)

und deren Eigenschaften betrachtet. Auf den ersten Blick ist es ein wenig unerwartet,
wieso plotzlich die Fourier-Transformierte ¢ des Fensters g auftaucht. Das néchste Lem-
ma, das fiir allgemeine translationsinvariante System gilt, soll zumindest eine Motivation
fiir diese Tatsache liefern. Das Lemma wird fiir Funktionen f € S betrachtet, deren Fou-
riertransformierte f zusétzlich noch kompakten Tréager besitzt. Die Schwartz-Klasse S
ist der Raum aller Funktionen, die exponentiell schnell abfallen, und die unendlich oft
differenzierbar sind. Dieser Raum kommt im Zusammenhang mit der Fouriertransforma-
tion oft vor, er erlaubt es uns zum Beispiel die Fouriertransformation von Funktionen zu
definieren, die nicht im L?(R) liegen, z.B. sin(x) oder cos(x). Die Einschréinkung auf die-
sen Funktionenraum ist ein technisches Hilfsmittel, weil der Raum der bandbeschréankten
Funktionen aus der Schwartz-Klasse dicht im L?(R) liegt, kann das Lemma durch Dicht-
heitsargumente auf L*(R) ausgeweitet werden.
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Lemma 5.3.2. Sei {Gmntmnez = {gm(x — na) }maez ein translationsinvariantes System
in L*(R), und sei

H,(v) = (gm(v — k/a))k.mez fir fast alle v € R

ein beschrinkter Operator auf (*(Z). Dann gilt fiir jedes Intervall I der Linge 1/a und
fiir jede bandbeschrdankte Funktion f € S:

/ 0 — b ezl o dv = a 3 14, g
m,ne”

Beweis. Fiir die v € R, fiir die Hy(v) beschrénkt ist, ist auch H}(v) beschrinkt. Per
Definition ergibt sich

/1 ) (v — k/a) ezl B dv = / SIS Gt v = ka)fw — kja)| dv

7 | keZ

_Z/ Tt v — kja) f(v — kJa)| dv.

meZ keZ
Betrachten wir fiir jedes m € Z die Funktion

h(v) = gu' (v —k/a)f(v — k/a).
keZ

Weil Hy(v) ein beschrinkter Operator ist und f bandbeschréinkt ist, konvergiert die obige
Summe sogar absolut.

h(v) ist also wohldefinert und periodisch mit Periodenlénge 1/a. Betrachten wir den
Fourierkoeffizienten von h(v) so gilt:

a/h( ) —27r1anydy—a ng ]/—k;/a (V—k?/a) —27r1anydy_

I kez

—az g (v —kfa)f(v — k/a)e2manv=k/a) gy, —
keZ

_ 4 / T W) f(v)e 2 dy —

= aF (gn:*f) (na) = aF 1 (g?ff) (—na) =
—a(F g+ FUf) (=na) =

o0

= a(gn (=) * f(.))(—na) = a / Im(na+2)f(2) = a(f, T-nagm) -

—0o0

Mit Hilfe von Parseval’s Gleichung ergibt sich jetzt
2

a/l dv =a Z|anagm =a Z| ) nagm )

nez ne”Z

gm (v —Fk/a)f (V —k/a)

kEZ
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womit

az £y Gmn) | —Z/) (v —k/a) (V—k/a)

m,ne” meZ

- / ) (v — b))zl P
]

Gehen wir also wieder zuriick zum Operator H,(v), der in Gl (5.2) definiert wurde.
Betrachten wir die Fouriertransformation des Fenster g, gilt fiir Gaborsysteme

Im(v) = F(Empg) = §(v — mb).

Wenn H,(v) eine beschrinkten Operator auf ¢*(Z) ist, dann gibt es ebenfalls fiir den
adjungierten Operator

Hi(v) = (Q(l/ b — k:/a))

Mit Hilfe der “Matrizen” H, und H, lassen sich nun Bedingungen herleiten, damit
ein Gaborsystem ein Frame ist:

m,kEZ ’

Theorem 5.3.3. Seien A, B > 0 und G(g,a,b) ein Gaborsystem. Dann gilt
(1) Ein Gaborsystem {gmn tmnez ist genau dann eine Besselfolge mit Schranke B, wenn

Hy(v) und H}(v) fir fast alle v € R beschrinkten linearen Operatoren auf (*(Z)

mit Norm kleiner gleich v/aB sind. Im Speziellen gilt
> 1§(v—mb)* <aB,Y_|g(v — k/a)]* < aB.

mez kEZ
fiir fast alle v € R.

(i1) Ein Gaborsystem {gmn }mnez ist genau dann ein Frame, wenn
Al < éHg(u)Hg(y) < BI
fiir fast alle v € R, wobei I der Identititsoperator auf (* ist.
(111) Zwei Gaborysteme {gmn}tmmez Und {hmntmnez die Besselfolgen sind, sind genau

duale Frames wenn

Z G(v —mb—k/a)h*(v — mb) = Z hv —mb— k/a)§* (v — mb) = adyo,k € Z
meZ mez
fiir fast alle v € R gilt, bzw. wenn
H,(v)H,(v)" = Hy(v)"Hy(v) = al

fur fast alle v € R.

Bemerkung: Die “Matrix” H,(v)H;(v) ist durch
Hy(v)Hy(v) = (9(v — mb — k/a)g" (v — mb — é/m))k,ZEZ

fiir fast alle v € R gegeben. Gleichzeitig gilt aber auch

(H9<V —j/CL)H;(l/ _j/a))kg = (H ( )H*( ))kﬂfﬂ
Es reicht also im Prinzip das Matrix Produkt nur fiir v in einem Intervall der Lénge

1/a zu bestimmen. Fiir die restlichen v miissen dann nur Blocke der Matrix verschoben
werden.
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5.3.3 Kiriterien fiir Gaborframes im Zeitbereich

Wie wir bereits oben gesehen haben, gibt es einen Zusammenhang zwischen Gaborframes
mit Fenster ¢ und Frames mit Fenster ¢. So ist die Fouriertransformation von G(g, a, b)

]:(gmbﬁmg) = Tmbg—nag - 62ﬂimnabg—naTme

und damit auch fiir der Frameoperator Sgg a5

F (Sotg.atrf) = So@b-orf = Sasaf

fiir alle f € L?(R). Ausserdem sind zwei Gaborsystem G(g, a,b) und G(h, a,b) genau dann
zueinander dual, wenn die Systeme G(g,b,a) und G(h, b, a) zueinander dual sind.
Diese Relationen werden ausgenutzt und anstelle der Matrix

Hy(v) = (§(v —mb = k/a)); e

betrachten wir die Matrix
My(z) == (g(z —na — k/b>>k,n€Z

fiir fast alle z € R. Alle Bedingungen fiir translationsinvariante Frames lassen sich von
H, auf M, iibertragen, d.h. z.B dass

Theorem 5.3.4. Seien A, B > 0.

(1) Ein Gaborsystem {gmn tmnez ist genau dann eine Besselfolge mit Schranke B, wenn
Mgy (x) und M;(z) fir fast alle x € R beschrinkten linearen Operatoren auf (*(Z)

mit Norm kleiner gleich v/ aB sind. Im Speziellen gilt

> lg(z —na)l? <bB.) " |g(x —k/b)]> < bB.

nez keZ
fiir fast alle v € R.
(i1) Ein Gaborsystem G(g,a,b) ist genau dann ein Frame, wenn

1 *
Al < EMg(q:)Mg (x) < BI

fiir fast alle x € R, wobei I der Identititsoperator auf (2 ist.

(i1i) Zwei Systeme G(g,a,b) und G(h,a,b), die Besselfolgen sind, sind genau duale Fra-

mes, wenn
Zg*(az —na)h(x —na — k/b) = Z h*(x —na)g(x —na — k/b) = bdxo, k € Z
neL neE”Z

fir fast alle x € R gilt, bzw. wenn
My(v)M;(v) = My(v) M, (v) = bl

fiir fast alle x € R.
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Bemerkung: Das obige Theorem gibt auch gleich ein Kriterium an tight Frames an.
In [4] wird noch ein &hnliches Kriterium angegeben:

Theorem 5.3.5. Seien g € L*(R) und a,b > 0. Angenommen (Kriterium (CC))

ng—na (x —na —k/b)| <

neL

B::— sup
b zeﬁ]a]gég

Dann ist G(g,a,b) eine Besselfolge mit Schranke B. Gilt auch noch

:_xé%fa] (Z\g T —na) Z

k#n
dann ist G(g,a,b) eine Frame fiir L*(R) mit Schranken A und B.

ng—na (x — na —k/b)

nel

) -0

5.3.4 Zeit-Frequenzbereich

Eine dritte Darstellungsmoglichkeit geht auf das Dualitatsprinzip zuriick [9, 5]. Das Dua-
litdtsprinzip stellt einen Zusammenhang zwischen einem Abstastgitter {na, mb},, nez und
dem dualen Gitter {n/b,m/a}, nez her:

Theorem 5.3.6 (Dualititsprinzip). Seien a,b > 0 und g € L?. Das Gaborsystem
G(g,a,b) ist genau dann ein Frame fir L*(R) mit Schranken A, B wenn das System
G(g9,1/b,1/a) = {Emn/aTnwgtmmez eine Rieszfolge mit Schranken abA, abB ist.

Zur Erinnerung: Eine Rieszfolge in einem Hilberraum # ist eine Familie {79}, ¢

mit
A el < 1D il < BY el

keZ keZ keZ

fiir alle endlichen Folgen {7:g},c, c. Damit hat Theorem 5.3.6 eine besondere Bedeutung,
weil ein Nachweis einer Riezsfolgen oft einfacher ist, als der Nachweis eines Frames.

Ahnlich wie bei den “Matrizen” H, und M, kénnen wir eine lineare Abbildung defi-
nieren: Sei g € L?, dann definieren wir die lineare Abbildung

Uyf = ({f. gk/b,f/a>)k7éez,f € L*(R).

Dann gilt (ohne Beweis)

Theorem 5.3.7. Ein Gaborsystem G(g, a,b) hat genau dann eine endliche obere Schranke
B, wenn U, und Uy beschrinkte lineare Operatoren mit Norm < v abB wvon L*(R) —
(%(Z), bzw. (*(R) — L*(Z) sind. Das Gaborsystem G(g,1/b,1/a) hat dann die obere
Schranke abB.

Theorem 5.3.8. Seien A, B > 0. Fiir ein Gaborsystem gilt genau dann

AILAIP < Y7 1f gum) P < BILIP f € LP(R),

m,ne”L

wenn 1
Al < —U,U; < BI

qgilt, wobei I die Identitit auf (? ist.
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5.4 Praktische Bedingungen

Als Folgerungen der Bedingungen im Zeit-, bzw. Frequenzbereich ergeben sich folgende
einfacheren Bedingungen.

Korollar 5.4.1. Sei g € L*(R) beschrinkt mit kompaktem Triger. Dann ist G(g, a,b)
eine Besselfolge fiir eine beliebige Wahl von a,b > 0.

Beweis. Nachdem g kompakten Triger besitzt, sind > |g(z —na)|?> und Y |g(x —k/b)|?
neZ kez
beschréankt. Der Rest folgt aus Theorem 5.3.4. [

Bemerkung: Beschrianktheit und kompakter Tréager reicht nur fiir die obere Frame-
schranke, um auch die untere Frameschranke einzuhalten, braucht es zusétzliche Bedin-
gungen

Korollar 5.4.2. Seien a,b > 0 und g € L*(R) mit Triger innerhalb eines Intervalls I
mit Linge |I| = 1/b. Dariber hinaus gilt fir G(x) =", ., |9(z — na)|?

bA < G(x) < bB, fir fast alle x € R.

Dann ist G(g,a,b) ein Frame fiir L>(R) mit Schranken A und B. Der dazugehérige Fra-
meoperator S und seine Inverse S~ sind durch

_Goga, b 2
Sf=315"f=551 el R)
gegeben.

Beweis. Weil der Triager von g innerhalb eines Intervalls der Lénge % liegt, gilt fiir die
Eintrage der Matrix My (z) M, ()

(My(2) M () = Zg(:c —na—k/b)g (m —na — %) =0 fiir alle kK — k" # 0.

nel

|, deren

My(x) M7 (z) ist alle eine Diagonalmatrix mit Eintragen ) |g(z — na — k/b)
nez
Eintrage wegen dem endlichen Tréager von g und der Voraussetzung vom Satz nach oben

und nach unten beschrénkt sind. Somit sind die Bedingungen fiir Theorem 5.3.4 erfiillt,
und wir haben eine Frame.

Wir kénnen den Beweis aber auch ohne Theorem 5.3.4 durchfiihren: Nehmen wir an,
dass f eine beschriinkte Funktion mit kompaktem Triger ist. Weil f und T,.g € L*(R)
gilt das das Produkt f7,.g € L'(R) fiir alle n € Z, d.h.

1/b i
/ Z |f(x —k/b)g(x —na — k/b)|dx = / |f(z)g(z —na)|dx < oo

0 kez

Damit ergibt sich auch, dass ), _, |f(z — k/b)g(x — na — k/b)| < oo fiir alle x € [0,1/b]
und wegen der Periodizitdt auch fiir alle x € R.

Also ist
Fu(x) =Y f(x = k/b)g(x — na — k/b).

kEZ
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eine 3 L periodische Funktion in L!(0, ) AuBerdem gilt

(f,G(g,a,b)) /f g(x — na)e”2mmbedy —

1/b
— Z/ flx —k/b)g(x — na — k/b)e ™™ dy =

kEZ

1/b " |
/ Zf xr — k’/b (ilf — na — k’/b) 27r1mb:cdx _/ Fne—27r1mbzdm
0

keZ

Das heifit die Framekoeffizienten ergeben sich aus den Koeffizienten der Fouriertransfor-
mation von F),. Nachdem die Energie einer Funktion und die Energie ihrer Fourierkoeffi-
zienten gleich sein miissen (Plancherel), folgt:

2 1 1/b —2mwimbx _ =
2 el =3 7 [ e < Z/ D=
1/b
:_Z/ fo—k/b (r —na — k/b)F,(z)dx
nel kEZ
= _ f(@)g(x —na)F, =
e

-5 / F@lg(e = na) 3 (= j/b)gle = na — kfb)ds

nez_* JEZ

Die Annahme an das Fenster war, dass sein Tréager innerhalb eines Intervalls des Lénge
7 liegt, d.h. aber auch, wenn g(z — na) nicht Null ist, muss g(z — na — k/b) = 0,|k| > 0
sein. D.h. die obige Gleichung reduziert sich zu

[(£,9(g.0,0)) F@)* Y Iyl - F@)PCla
n;ez qg,a / égm na /

Bzgl. des Frameoperators gilt fiir eine stetige Funktion f mit kompaktem Trager

(85.0) = S 1.9(0.0.0) /!f et = ($1.1).

Weil S stetig ist, gilt obiger Ausdruck fiir alle f € L?(R). Also entspricht der Operator
S einer Multiplikation mit %, und es ergibts sich somit auch der Ausdruck fiir S~1. [

Theorem 5.4.3. Seien g € L*(R) und a,b > 0 gegebn. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) G(g,a,b) ist ein tight Frame mit Schranke A = 1,
(i1) Fiir fast alle z € R gilt:

Zgﬂc—na (x —na — k/b) = bdy 0.
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Korollar 5.4.4. Seien h € L*(R) und a,b > 0 gegen. Dariiber hinaus ist h eine reelwer-

tige, nicht negative Funktion mit Trager innerhalb eines Intervalls der Léinge |I| = % und

es gilt
Z h(z —na) =1
nez

fiir fast alle v € R. Dann generiert das Fenster

g(x) = /bh(z)
einen tight Gaborframe mit Schranke A = 1.

Korollar 5.4.5. Sei g(x) eine stetige Fensterfunktion , deren Trager in einem Intervall
I der Linge |I| liegt, und die im inneren von I strikt positiv ist. Dann ist G(g,a,b) eine
Frame fiir alle a € (0,|I]|) und b € (0,1/|1]].

Bemerkung: Die obige Bedingungen sind in der Regel hinreichend. Es ist nicht so
trivial herauszufinden, fiir welche Parameter (a,b) ¢ (0, |I]) x (0,1/|I|) ein Gaborsystem
ein Frame sein kann.

Theorem 5.4.6. Seien g € L*(R) und a,b > 0. Ist ab > 1, dann kann G(g,a,b) kein
Frame fiir L*(R) sein.

Beweis. Ohne Beweis. O

Das bedeutet aber noch lange nicht, dass ab < 1 und g # 0 ausreicht, damit ein
Gaborsystem ein Frame wird. Als Gegenbeispiel dient hier zum Beispiel g = X[0,1] mit
a € (1/2,1), weil es keine Uberschneidung zwischen den einzelnen verschobenen Fenstern
gibt.

In den néchsten Beispielen mit B-Splines als Fensterfunktion wird der Translations-
paramter der Einfachheit halber auf a = 1 gesetzt. Das ist im Prinzip keine grofie Ein-
schriankung, den mit Hilfe des Dilationsoperators kann a herumskaliert werden:

Theorem 5.4.7. Seien g € L*(R), a,b,c > 0 und das System G(g,a,b) ein Gaborframe

mit Schranken A und B. Dann ist das System {gmb/cﬁmcgc}mnez mit Fenster g. :=

D.g = %g(x/c) ein Gaborframe mit den gleichen Frameschranken.

Beweis. Im Kapitel iiber allgemeine Frameeigenschaften wurde in Lemma 4.2.14 gezeigt,
dass die unitédre Abbildung eines Frames wieder ein Frame mit den selben Schranken ist.
D, ist unitar, weil

(D.f, Deg) = /f:c/c (/e)da E/f (v)dy = (1.0

Also ist {D.EpTrag} ebenfalls ein Frame, und es gilt
D gmbﬁza = mb/chﬁLa = gmb/c,]:’bacpo
H

Betrachten wir einen Frame und seine dualen Frames gibt es einen Satz, der im Spe-
ziellen auf B-splines zugeschnitten werden kann:
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Theorem 5.4.8. Seien N € N und g € L*(R) eine reele beschrinkte Funktion mit
endlichem Triger supp(g) C [0, N|, fir die dariber hinaus noch

Zg(m—k):l,xeR
keZ

gilt. Sei b € (0, 35—
Dann sind sowohl g als auch h mit

N-1

h(z) =bg(z) +2b Y g(z+k)

k=1
Fenster fiir duale Frames G(g,1,b) und G(h,1,b).

Beweis. Per Definition ist g beschrankt und besitzt einen kompakten Tréager. Das gleiche
gilt auch fiir h. Daraus ergibts sich mit Korrolar 5.4.1, dass beide Besselfolgen sind.
Mit Theorem 5.3.4 miissen nur noch gezeigt werden, dass

> g(z = k/b—n)h(z — n) = boyo,x € [0, 1]. (5.3)

ne”

Die Funktion g “lebt” im Intervall [0, N], A im Intervall [-N + 1, N]. Fiir & # 0 bedeutet
das, dass GL. (5.3) erfiillt ist, wenn 1/b > 2N — 1, d.h. wenn b € (0
Fiir £ = 0 miissen wir zeigen, dass

Zg(x —n)h(x —n) =b,x € [0,1],

neL

1
, aNT)-

was wegen supp(g) = [0, N| gleichbedeutend wie

N—

[ay

g(x+n)h(x+n) =b,z €0,1]

3

ist. Setzen wir die Definition von h(x) in die obigen Gleichung erhalten wir, dass

%Zg<$+n)h($+n)= g(z)[g(x) +2g(x + 1) +-- -+ 29z + N —1)] +
+g(z+1)[g(z+1)+29(x +2)+ - +29(x+ N —1)]+

+g(x+N—-1)gx+N—-1)

was sich nach endlichem Umsortieren zu

(i g(x—l—n)) =1

reduziert, weil g eine Zerlegung der Eins ist. O
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Die Einschriankung von a = 1 mag auf den ersten Blick vielleicht zu grofl sein, aber
mit Hilfe des Dilationsoperators kann der obere Satz auf beliebige a > 0 ausgeweitet
werden.

Theorem 5.4.9. Seien N € N und g € L*(R) eine reele beschrinke Funktion mit Tréiger
suppg C [0, N|, die eine Zerlegung der Fins ist.

Fir a,b> 0 mit ab € (0, 55—] und

N-1

h(x) = abg(z) + 2ab Z g(z+ k)

generieren die Fenster D,g und D,h duale Gaborframes G(D,,a,b) und G(Dyh,a,b) fir
L*(R).

Die obige Konstruktion hat den Nachteil, dass das duale Fenster von symmetrischen
g nicht symmetrisch ist. Es gibt jedoch (ohne Beweis) auch eine Konstruktionsanleitung
fiir symmetrische duale Fensterpaare.

Theorem 5.4.10. Seien N € N und g(x) eine reelwertige Funktion mit beschrinktem
Trager supp(g) C [0, N| und sei g eine Zerlegung der Eins. Seien a = 1,b € (0 und

h=b Z (x4 k).

k=—N+1

1
’2N—1]

Dann erzeugen g und h duale Gaborframes. Am Trdager von g gilt h = b und ist g sym-
metrisch ist auch h symmetrisch.

5.4.1 B-splines

Die schon in den vorigen Abschnitten vorgestellte B-spline Frames mit Fenster B,, sind
Gaborframes fiir alle (a,b) € (0,n) x (0,1/n). Das ergibt sich direkt aus Korollar 5.4.5.
Sei g(t) durch das B-Spline N, der Ordnung ¢ gegeben, wobei

[ 1, z€]0,1]
Ni(t) = { 0, sonst
Ng_H( ) (Ng*Nl / Ng t—T
Fiir a = 1 und b € (0, 7] bilden N, und
¢
ho(t) = bNy(t) +2b > No(t + k) (5.4)

k=1
duale Frames {MmanNg}m’nez und {Mmanhg}m’nez.
Ein weiteres Framepaar ist durch N, und

/—1
ho(t)=b Y Nyt +k) (5.5)

k=—0+1

gegeben (siehe z.B. [4])
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08l (=2

0.6 (=4

0.4+

0.2+

% 1 2 3 105 1 3
Abbildung 5.5: Links: B-Splines der Ordnung ¢ = 1 bis ¢ = 4. Rechts: B-Spline Fenster
(blau) und 3 duale Fenster.

Anwendungsbeispiel fiir B-Spline Frames

Nachdem ein Frame in der Regel redundant ist, stellt sich natiirlich die Frage “Ist es
iiberhaupt Wert, eine Funktion mittels Frames darzustellen, und wenn ja, wie sollen die
Koeffizienten bestimmt werden?” Im Folgenden wollen wir das Schallfeld am Einheits-
kreis, das durch eine ebene Welle erzeugt wird, mit Hilfe einer Basis aus linearen B-Splines
und eines B-Spline Frames approximieren, und vergleichen die Approximationen mit Hilfe
des Verhiltnisses zwischen Approximationsfehler und der Anzahl der verwendeten Para-
meter.
Die analytische Losung fiir dieses Problem ist durch

o

2 cos(¢)
Tk = “"H (k)

n=0

p(e?) =

mit €g = 1 und ¢, = 2,n > 0 gegeben. H/ bezeichnet die Ableitung der Hankel Funktion
der n-ten Ordnung [3]. Damit die Generierung der Frames ein wenig einfacher wird,
wird die Funktion auf das Intervall [0,3] skaliert (siche Abbildung 5.6, wo sie fiir k = 5
dargestellt wird). Auf der rechten Seite von Abbildung 5.6 ist der Approximationsfehler
durch eine Basis aus linearen Funktionen gegeben, wobei das Intervall [0,3] in 60, 120,
und 240 Subintervalle zerlegt wurde.

Diese Funktion soll im Intervall mittels folgender Funktionen approximiert werden:

e ciner Basis aus 61, 121, 241 linearen Ansatzfunktionen (B-Splines der Ordnung 2),

e cines skalierten B-Splines mit a = 1 und b = 1/3, sodass das Intervall mit 4 Fenstern
abgedeckt werden kann (bzw. 3 B-Splines, wenn die Fenster periodisiert wiren)
(sieche Abb. 5.7). Die Framekoeffizienten werden dabei mit Hilfe

— des kanonischen Dualframes,
— des asymmetrischen Dualframes Gleichung (5.4),
— des symmetrischen Dualframes Gleichung (5.5),

— mit Hilfe eines (modifizierten) Orthogonal Matching Persuit (OMP) Algorith-
mus
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Abbildung 5.6: Realteil des akustischen Felds entlang des Zylinderquerschnitts fiir die
Wellenzahlen k£ = 5 und relativer Approximationsfehler, wenn eine Basis aus 61, 121, 241
linearen B-Splines verwendet wird.

bestimmt. Der OMP Algorithmus (siehe Abschnitt 4.4.3) ist ein greedy Algorith-
mus, mit dessen Hilfe unterbestimmte Gleichungssysteme Ax = y iterativ gelost
werden koénnen, wobei zusétzlichen angenommen wird, dass der Loésungsvektor x
schwach besetzt ist, d.h. dass nur sehr wenige Eintréige des Losungsvektor (signifi-
kant) von 0 verschieden sind (Stichwort: Compressed Sensing). Bei Verwendung der
dualen Frames ergeben sich die Framekoeffizienten durch eine simple Vektormulti-
plikation der abgetasteten Zielfunktion mit dem abgetasteten dual Frameelement

gi
2w N
G=N Z fln]
n=1

die sozusagen eine einfache Quadratur des Integrals in Gleichung (4.4) ist.

Das Intervall [0, 3] mit 601 Punkten diskretisiert, und sowohl bei der Basis als auch beim
Frame die jeweils diskretisierte Version verwendet?.

Betrachten wir die relativen Fehler, der sich durch die Approximation der Zielfunkti-
on mittels der Frameelemente mit den 60 grofiten Framekoeffizienten ergibt, erzielen die
B-Splines-Frames kaum eine Verbesserung gegeniiber der Basis. In Abb. 5.8 wird dieser
Fehler dargestellt. Fiir die hellblaue durchgehende Linie wurden die Framekoeffizienten
mit Hilfe des 1. dualen Fensters Gl. (5.4) berechnet, fiir die gestrichelte rote Linie mit
Hilfe des 2. dualen Fensters Gl. (5.5), die griine Linien gibt den relativen Fehler fiir das
kanonische Dual an, und die blaue gepunktete Linie den Fehler, wenn die 60 Koeffizienten
mit dem Standard-OMP berechnet werden. Eine Verbesserung gegeniiber der Basis er-
gibt sich erst so richtig, wenn 120 Koeffizienten verwendet werden. In diesem Fall erzielen
wir mit dem 2. dualen Fenster einen annehmbaren Fehler. Dieses Verhalten wird klar,
wenn man sich den Absolutwert der diversen Framekoeffizienten ansieht (siehe Fig. 5.9),
die Koeffizienten fiir den Dual2-Frame fallen nach 100 Koeffizienten sehr rasch ab. Es
ist dennoch verwunderlich, dass die Koeffizienten, die mit dem OMP berechnet wurden,
einen so groBen Fehler liefern. Dieser Fehler kann aber um einiges verringert werden,
wenn eine kleine Modifikation des OMP betrachtet wird. In der Standardversion wird

3Es wiire mittels geeigneter Quadraturverfahren auch moglich, alles im L?([0, 3] zu berechnen.
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Abbildung 5.7: Realteil der B-Spline Frame Elemente fiir n = 1,...,4 und m = 0 (links),
bzw. m = 39 (rechts).
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Abbildung 5.8: Approximationsfehler, wenn 60 bzw. 120 Framekoeffizienten, die auf ver-
schiedene Arten berechnet werden, verwendet werden.

beim OMP pro Iterationsschritt ein Frame-Element ausgewé#hlt und zu der Menge von
Frame Elementen hinzugefiigt, mit dessen Hilfe die Zielfunktion approximiert wird (mehr
dazu im nédchsten Abschnitt). Das kann bei grofien Matrizen viel Zeit kosten, weshalb
eine Blockversion des OMP gleich mehrere Vektoren pro Schritt auswahlt. Werden zum
Beispiel 20 Vektoren pro Iterationsschritt gewéhlt, wird das Verfahren fiir dieses Bei-
spiel nicht nur um einiges schneller, sondern der Fehler wird auch um einiges geringer
(siche Abb. 5.9 rechts). Das bedeutet grob gesagt, dass Frames fiir dieses Beispiel eine
Vorteil gegeniiber Basen besitzen, aber bei der Berechnung der Framekoeffizienten sehr
vorsichtig agiert werden muss. Im Bezug auf die Anwendung sind noch viele Fragen offen,
die beriicksichtigt und geklart werden miissen. So ist zum Beispiel eine einfache Matrix-
Vektormultiplikation bei Frames nicht ganz trivial, da theoretische ein Frame unendlich
viele Element besitzen kann. Das heifit, die Matrix A muss spezielle Eigenschaften be-
sitzen, an Hand deren es moglich ist, eine Routine APPLY zu finden, die fiir Vektoren x
mit nur endlich vielen Eintragen ungleich 0 und einem £ > 0 mit vertréglichen Aufwand
einen Vektor y mit endlichen Support generiert, sodass

[Ax —y|| <e.
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Abbildung 5.9: Links: Absolutwert der Framekoeffizienten, die durch die verschiedenen
Ansétze berechnet wurden. Rechts: Approximationsfehler, wenn die Framekoeffizienten
mit einem modifizierten OMP-Algorithmus berechnet werden.

5.4.2 Gaussfunktion

Fiir die Gaussfunktion g(z) = e~ ist bekannt, dass das Gaborsystem G(g, a, b) dann und
nur dann ein Frame ist wenn ab < 1. Der Beweis an sich ist aber relativ kompliziert, und
geht tief in die komplexe Analysis hinein. Aber die Gaussfunktion wird gerne als Fenster
benutzt, weil sie schnelle genug abfillt, sodass ihr Trager in der Praxis als endliche ange-
sehen werden kann, und die Fouriertransformation ebenfalls wieder eine Gaussfunktion
ist.

5.4.3 Die Rechteckfunktion
Selbst fiir die Indikatorfunktion

9(x) :== xj0,q,¢ >0

ist es iiberraschend schwierig, Werte fiir a,b und ¢ zu finden*, fiir die das Gaborsystem
ein Frame ist (siehe auch [9] fiir eine Ubersicht). Im Folgenden werden wir annehmen,
dass b = 1, fiir alle anderen Falle, ist es moglich, mittels Dilationsoperator wieder auf
diesen Fall zuriick zu transformieren.

e Fiir ¢ < a oder a > 1ist G(g,a,b) kein Frame.

e G(g,a,b) ist ein Frame fir a <c < 1.

e Fiir a =1 und ¢ > 1 ist G(g,a,b) kein Frame.
Fiir a < 1 und ¢ > 1 gilt:

e G(g,a,b) ist ein Frame fir a ¢ Q und c € (1,2)

e Fira=p/qeqQ, ggt(p,q)zlund2—%<c<2.

e Fira>3undc=L—1+L(1 —a) mit L €N, Lge3 ist G(g,a,b) kein Frame.

4ausserhalb der Bereiche, die durch die obigen Theoreme beschrieben werden.
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Weil die Konstruktion eines dualen Frames in der Regel nicht immer einfach ist,
werden gerne tight Frames betrachtet.

Theorem 5.4.11. Seien g € L*(R) und a,b > 0. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) Das System G(g,a,b) ist ein tight Frame fiir L*(R) mit Frameschranke A = 1.

(i) Fir fast alle v € R gelten:

(a) G(x) == 3 |g(x —na)* = b

neZ

(b) Gr(x):= > g(x —na)g(xr —na — k/b) =0 fir alle k # 0.

ne”Z

Wenn die Bedingungen erfillt sind, ist G(g, a,b) genau dann eine orthonormale Basis fir
L*(R), wenn ||g]| = 1.

Beweis. Siehe [4, Abschnitt 9.2]. O

Korollar 5.4.12. Seien a,b > 0 und g € L*(R) eine reelwertige nicht negative Funktion
mit Trdiger innerhalb eines Intervalls I mit Ldnge % Ist {Tnag}nez eine Partition der
Eins, d.h. gilt

Zg(m+na):1

nez
generiert die Funktion \/bg(x) einen tight Gaborframe mit Frameschranke A = 1.
Beispiel 5.4.13. Fiir alle Ordnungen ¢ erfiillen die B-splines die obigen Bedingungen

mit ¢ =1 und b € (0, 4.

5.5 Duale Gaborframes

Im Prinzip wird der kanonische Dualframe durch Anwendung des inversen Frameoperators
S~! auf die einzelnen Frameelemente generiert. In diesem Abschnitt werden wir zeigen,
dass der kanonische Dualframe fiir Gaborframes wieder eine Gaborstruktur besitzt, d.h.

er wird durch Verschieben und Modulation eines dualen Fensters generiert:

Lemma 5.5.1. Seien g € L*(R), a,b > 0, und G(g,a,b) eine Besselfolge mit Operator
S =TT*, wobei T der Syntheseoperator fiir G(g, a,b) ist. Dann gilt

(1) SEmbTna = EmpTnaS fiir alle m,n € Z
(ii)) Wenn G(g,a,b) ein Frame ist, d.h. wenn S invertierbar ist, dann gilt

S_lgmbﬁm = mb%as_lavmvn € 7.
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Beweis. Sei f € L*(R) und nehmen wir an, dass G(g, a,b) eine Besselfolge ist. Dann gilt

SEmiToaf = Y (EmbTraf EmbTrvag) EmnTrvag =

m!/ n' €L

- Z <fa 7-—na€(m/fm)b7:z’ag> Em/bﬁz’ag =
m/n'€Z

_ Z <f7 eQﬂina(ml*m)bg(m'—m)bﬁn'—n)ag> 5m’b7;L’ag =
m/ n' €L

= Z 6_27rinam'b <f7 gm’b%’aQ) g(m’-ﬁ-m)bﬁn’-&-n)ag =
m!/ n' €L

= Z 6—27rinam’b <f7 5m’b7:1’ag> 62mnam/bgmb7;mgm/b7:1’ag =
m/ n'€Z

= gmbﬁm Z <f7 Sm’bn’ag> gm’bﬁﬂag =

m!/ ,n'€Z
= mbnasf-

Fiir Punkt (ii) wenden wir einfach die Gleichung S™! rechts und links auf die Gleichung
von (i) an O

Mit Hilfe des Lemmas ergibt sich nun auch:

Theorem 5.5.2. Seien g € L*(R), a,b > 0 und G(g,a,b) ein Frame. Dann gilt:

(i) Der kanonische Dualframe besitzt eine Gaborstruktur und wird durch

{gmbﬁza S_lg}m,nGZ
gebildet.

(ii) Der kanonische tight Frame zu G(g,a,b) wird durch

{gmb%asil/Qg}m,nEZ
gebildet

Beweis. Nachdem G(g,a,b) ein Frame ist, ist der Frameoperator S invertierbar, also
ergibt sich (i) direkt aus dem obigen Lemma.
Es 148t sich zeigen®, dass S™! mit &,,,7ne kommutiert, woraus (ii) folgt. O

Mit dem Satz ist die Konstruktion vom kanonischen Dualframe im Prinzip natiirlich
viel einfacher und effizienter, weil nur eine duale Fensterfunktion gefunden werden muss,
und mit diesem neuen Fenster ein Gaborsystem generiert wird.

In der Literatur lassen sich auch viele Beispiele finden, wo der kanonische Dualframe
sehr angenehme Eigenschaften besitzt. Ist zum Beispiel der urspriingliche Gaborframe
redundant, und die Festerfunktion g exponentiell abfallend, so gilt das auch fiir S~1g. Fiir
redundante Gaborframes gilt auch, dass wenn § exponentiell abfllt, das auch fiir F(S™1g)
gilt. Und die Eigenschaften fiir S~'¢ lassen sich auch direkt auf S—'/2¢ iibertragen.

Das ist einer der Griinde, wieso g = e~*" als klassische Fensterfunktion gewihlt wird:

5Hier ohne Beweis.
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Theorem 5.5.3. Sei g € L*(R), und haben sowohl g als auch § exponentiellen Abfall.
Sei G(g,a,b) ein Frame for a,b > 0. Dann ist {EmpyTnaS 29} mnez €in tight Frame, fir
den sowohl S™Yg als auch F(S~Y2g) exponenticllen Abfall besitzen.

Nachdem die Fenster also sowohl im Zeit-, als auch im Frequenzbereich exponentiellen
Abfall besitzen, ist theoretisch eine sehr gute Zeit-Frequenz Lokalisierung moglich. Der
einzige Nachteil bei dem obigen Frame, ist die Tatsache, dass es bis jetzt keine explizite
Darstellung von S—te=*" gibt.

Aber Vorsicht, nur weil der kanonische Dualframe eine Gaborstruktur besitzt, bedeu-
tet, dass noch lange nicht, dass alle dualen Frames eine Gaborstruktur besitzen.

Lemma 5.5.4. Sei G(g,a,b) ein redundanter Frame. Dann existiert mindestens ein dua-
ler Frame, der keine Gaborstruktur besitzt, d.h. der nicht iber Translation und Modulation
eines dualen Fensters generiert werden kann.

Beweis. Der Beweis ist ganz &hnlich zum Beweis von Theorem 4.2.8. Um die Notation
zu vereinfachen, definieren wir

Imn = mb771a.g7

und
gmn = gmbﬁta‘s’_lg7

wobei S der Frameoperator von G(g, a, b) ist.
Angenommen, es gibe einen Index (m/,n’) fiir den g,y = 0, dann kénnen wir Gy,
nach Belieben &ndern.

Seien nun also all g, # 0. Nachdem {g,,,} redundant ist, gibt es per Definition eine
nicht triviale Folge {c,n} € (*(Z) fiir die

Z CrnGmn = 0.

mnez

Sei nun ¢,y # 0, dann gilt

Im/n’ = — ! Z Cmndmn-

O s ) ()

Wenn wir jetzt noch zeigen konnen, dass {gmmn }(mn)£(m/n} €in Frame ist, sind wir
wieder fertig, denn wenn wir fiir alle (m,n) # (m/,n’) das duale Frameelement ¢,,,, = Gmn
setzen und v,,,v = 0 haben wir eine Frame gefunden, der nicht der kanonische Dualframe
ist, weil Gy = ST g # 0 ist, und weil auch dieses Element nicht durch Translation
und Modulation des dualen Fensters gebildet wurde.

Also betrachten wir fiir ein beliebiges f € L*(R)

2

| <f7 gm’n’> |2 = ! Z Crmn9mn < ! Z |Cmn|2 Z | <f7 gmn) |2 -

Cm'n’ Il B ‘len/ ‘2 Il Il
(m,n)#(m’ ') (m,n)#(m’,n') (m,n)#(m/,n’)

=C Z | (f, Gmn) |2'

(m,n)#(m’.n’)
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Weil G(g,a,b) ein Frame ist gilt die untere Framebedingung

AHfH2§ Z |<fvgnm> |2: Z |<f7gmn>|2+|<f7gm’n’> |2S

m,neL (m,n)#(m’,n’)

<(1+0C) Z | (f, Gmn) ‘2'

(m,n)#(m’,n’)

]

Aber wir kénnen mit Hilfe von Theorem 4.3.7 alle dualen Frames bestimmen, die eine
Gaborstruktur besitzen. Zur Erinnerung Theorem 4.3.7 besagt Folgendes:
Sei {¢k }72, ein Frame fiir . Die dualen Frames fiir {¢y}32, sind genau alle Familien

{rtit, = {Sl¢k + hy — Z (S 0n, 05) h;} )

J=1 k=1

wobei {hy}32, eine Besselfolge in # ist.
Fiir Gaborframes ergibt sich damit:

Theorem 5.5.5. Seien g € L*(R),a,b > 0 und G(g,a,b) ein Gaborframe fiir L*(R). Die
dualen Frames, die eine Gaborstruktur besitzen, sind die Familien G(h,a,b) mit Fenster

h:S_lg+f— Z <S_lgygmb7:wg>gmb7:wfv

m,neE”L
wobei f € L*(R) eine Fenster ist, dass eine Besselreihe G(f,a,b) generiert.

Beweis. Passen wir erst einmal die Notation in Theorem 4.3.7 der Gabornotation an,
wobei 9mn = mbrzag ist:

hm’n’ = S_l(gm’n/) + fm’n’ - Z <S_1gm/n’7gmn> fmn

mnez

Also miissen wir zeigen, dass i = EpnpThrah ist.

Damit A, iiberhaupt eine Gaborstruktur besitzen kann, ist klar, dass f,,.,» so eine
Struktur haben muss, also gilt einmal f,,,y = EnTwaf, das Gleiche gilt fiir g und das
duale Fenster § = S~!g, und weil § das duale Fenster ist, gilt Gy = S~ g

Das heifit, wir miissen nur noch zeigen, dass

Z <S_lg7gmn> gm’b,]:z’afmn = Z <S_1gm’n’7gmn> fmn

m,nEL mnez

Z <S_1gm’n’a gmn>fmn =

m,neL

Z / 627rim’byg(y . n/a>6—27rimbyg>k (y o na)dy eQwimbmf(l, _ TL(I)
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Nachdem wir iiber m,n € Z summieren, diirfen wir die Indizierung ein wenig dndern,
dhm<m+m/ n<n—nundy < y—na

Z / eQﬂim’byg(y _ n/a)e—Zﬂ'i(m—&—m’)byg* (y _ (TL _ n')a)dy 62ﬂ—i(m+ml)bxf($ _ (’I’L _ n/)@) _
m,nEL 0

= Z 627rimbn/a <§7gmn> gm’gmﬁl’%f: Z <§7gmn> gm’ﬁ’gm,]:lf:

m,neEL mne”L

= Z <S_1g> gmn> Em Tot frnm-

m,neL
O

Duale Frames mit Gaborstruktur konnen auch noch einfach iiber das Wexler-Raz
Theorem charakterisiert werden, dass eine Folge von Th. 5.3.3 ist:

Theorem 5.5.6 (Wexler-Raz). Seien g,h € L*(R) und a,b > 0. Wenn die zwei Gabor-
systeme G(g,a,b) und G(h,a,b) Besselfolgen bilden, sind sie genau dann duale Frames
wenn

<h7gm/a7;L/bg> = 07 (m>n) 7& (070) und <h>g> = ab.

Beweis. Mit Th. 5.3.3 folgt, dass beide Gaborsysteme genau dann duale Frames sind,
wenn

Z G (v —mb)h(v —mb — k/a) = adpo, k € Z (5.6)
meZ
ist.
Betrachten wir einmal die Funktion

— Z §*(v —mb)h(v — mb — k/a).

meZ

Diese Funktion ist wohldefiniert und periodisch mit Periode b. D.h. wir kénnen die Fou-
riertransformation/Fourierreihe von ¢y, betrachten:

1 .
b / Spk( ) —27rml//bd1/ = / Z vV — mb I/ — ]{j/a — mb) 27rmu/bdy _
meZ
1 7 —2winv/b
=3 G (v)h(v —k/a)e dv =

= % <77€/aiz,5n/b§> = % <h T-k/a n/b9>

1
= - <h EkjaTnppg) -

Gl. (5.6) ist eine mehr oder weniger elegante Weise sicherzustellen, dass ¢ = 0,k # 0,
damit ist aber auch die Fouriertranformation p; = 0. Die Bedingung besagt auch, dass
©o(v) = a, und somit sind auch alle Fourierkoeffizienten @g(n) = ad, o. Damit ergibt sich
aber das Wexler-Raz Theorem. O
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5.6 Zeit-Frequenz-Lokalisierung

Es ist ein bekanntes Phdnomen (Stichwort: Heissenbersche Unschérferelation, Balian Low
Theorem), dass eine Funktion g # 0 entweder kompakten Triager im Zeit- oder im
Frequenzbereich besitzen kann, aber nicht in beiden. Im der Praxis sind Signale aber
gliicklicherweise essentiell lokalisiert, d.h. sie treten innerhalb eines bestimmten Zeitin-
tervalls auf, und ihre dominanten Frequenzkomponenten befinden sich innerhalb eines
endlichen Frequenzbandes.

Fiir die Darstellung mittels Gaborframes, bedeutet das, dass im Prinzip die Koeffi-
zienten fiir m| > M und |n| > N vernachldssigt werden kénnen. Aber wie gro8 ist der
Fehler, der dadurch entsteht.

Betrachten wir zwei Arten von Beschrinkungsoperatoren:

Zeitbeschriankung: Qr : L*(R) — L*(R), Q7 f(z) = xj—7.1)(2) f(2).
Frequenzbeschriankung: P, : L?(R) — L*(R), FQ\f(V) = X[fﬂ,Q](V)f(V)-

Im Folgenden werden ||(I—Q7) f|| und ||(I— Pq) f|| benutzt, um den “Informationsgehalt”
von f ausserhalb der vorgegeben Schranken zu messen.

Wenn wir annehmen, dass f sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich gut lokalisiert
ist, d.h. zum Beispiel auf dem Gebiet [—T', T x [—£2, ], stellt sich die Frage, was passiert,
wenn wir in der Framedarstellung

F=" {f.&mTuah) EmTrag

m,ne’l

die Summe iiber Z durch die Summe iiber
B(T,Q) := {(m,n) € Z* : mb € [-Q,Q],na € [-T,T]}
ersetzen.

Theorem 5.6.1. Seien G(g,a,b) und G(h,a,b) ein Paar dualer Gaborframes in L?(R)
mit oberen Frameschranken By und By. Nehmen wir dartiber hinaus an, dass

h(z)| < C(1+2%) ™z €R, |h(v)| < C(1+1*) " vER,

fiir Konstanten C' > 0 und o > 1/2 erfillt. Dann gibt es fir jedes € > 0, Konstanten
AT > 0, sodass fiir alle T,Q2 > 0 und f € L*(R) gilt:

If - > (fy EmtTralt) EmvTragl| <

(m,n)eB(T+A,Q4T)

VBiBs(|[I = Qo) fI[ + (I = Po) fI| + €l f]])
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Kapitel 6

Gaborframes abseits von L*(R)

Um nun wirklich mit Frames arbeiten zu konnen, wird es notwendig sein, abgetastete
Fenster und Funktionen zu betrachten. Das heifit, es ist auch wichtig zu wissen, wie sich
die Eigenschaft, dass ein System G(g,a,b) ein Gaborframe fiir L?(R) ist, auf Frames
in (?(Z) oder gar C iibertragen liBt. Relevante Bedingungen an die Fensterfunktionen
fiir den Fall L?(R) — ¢*>(Z) wurden von Jannsen gefunden, in [11] wurde untersucht,
wie sich Frameeigenschaften von L?(R) auf ¢*(Z), L*([0, L]) und CV durch Abtasten und
Periodisierung iibertragen lassen. Dabei gibt zusétzliche Anforderungen an die generie-
renden Fenster, auf die wir kurz eingehen wollen, ohne sie im Detail zu beweisen. Es soll
darauf hingewiesen werden, dass diese Anforderungen teilweise hinreichend sind, aber
in der Praxis gut verwendbar sind. Wir werden uns im Folgenden an [11] halten, wo
das Zusammenspiel zwischen Frames in den verschiedenen Rdumen gut zusammengefasst
wurde.

Nachdem Gaborframes viel mit Fouriertransformation, Modulation- und Translations-
operatoren zu tun haben, wollen wir zunachst einmal betrachten, wie denn diese Operato-
ren in den verschiedenen Raumen iiberhaupt aussehen, und auch genauer definieren, was
unter Periodisierung und Abtasten verstanden wird. Um die Notation zu vereinfachen,
verwenden wir fiir die Bezeichnung f(k) = fj fiir einzelne Elemente eine Folge { fi }rez-

6.1 Fouriertransformation

Der vielleicht auffélligste Unterschied zwischen den Réumen ist die Definition der Fou-
riertransformation/reihen:

Fo: IA(R) = L2(R) : Fa(f)(v) = / f(@)e v,

Forp - L*([0,L]) — 2(Z) : Fony(f)(k) = %/ Fla)e2m /L gy,

Fr: (Z) — L2([0,1)) : Fo({er}) (@) =) ene®™™,

k€EZ
1 o
Fe:Cl =l Fe(f(k) = 77 > fG)e M k=0, L-1.

Bemerkung: Bei der Definition der Fouriertransformation sind wir davon ausgegangen,
dass wir von L*(R) — L?*(R) gehen, was im Prinzip schon eine Erweiterung der ur-

97



98 KAPITEL 6. GABORFRAMES ABSEITS VON L*(R)

spriinglich Definition ist.

6.2 Translation und Modulation

Mit der obigen Konvention, dass ein Folgenelement f mit f(k) bezeichnet wird, 148t sich
der Translationsoperator fiir die 4 Radume gleich definieren, mit dem einen Unterschied,
dass im Fall von ¢2(Z) und C* der Translationsparameter nur ganzzahlig sein darf. Im
Fall L?([0, L]) wird dariiber hinaus angenommen, dass es sich hierbei, um den Raum der
periodischen Funktionen handelt.

In ¢*(Z) wiirde theoretisch ein Modulationparameter b € R méglich sein, aber Jannsen
schrinkt diese Moglichkeit auf Parameter der Form &,,/y;, M € N,m € Z ein. Das mag
jetzt vielleicht ein wenig aus dem Hut gezaubert sein, aber andererseits, wenn wir die
Fourierreihe F7, bzw. F¢ betrachten, 1a8t sich diese Vorgehensweise schon ein wenig
motivieren. Wegen der Periodizitét von &,/ reicht es auch, m = 0,1,..., M — 1 zu
betrachten.

Definition 6.2.1 (Modulationoperator in den verschiedenen Réumen).

E,: L*(R) = L*(R) : &,(f)(x) =™ f(x), z,v € R,

EL: LA([0,L]) — L*([0, L) : EL(f)(z) = e™* /L f(z), x € [0,L), k € Z,
Ent : H(Z) = 1X(Z) = Ex(f)(G) = ™9™ M£(5), m,j € Z,

Ec:Ch = Cl 2 &(f)(x) = /Lf(), jk=0,...,L—1.

6.3 Mogliche Klassen von Fenstern

Wie schon bereits oben erwéhnt, gibt es gewisse Anforderungen an die Fensterfunktion
g € L*(R), damit a) die Systeme in L*(R) iiberhaupt Frames sind, und die Frameeigen-
schaften sich auf andere Rdume iibertragen werden kénnen.

Jannsen benutze zu diesem Zweck zwei spezielle Bedingungen, die sicherstellen, dass
gewisse Konvergenzeigenschaften sicher gestellt werden, und dass das Fenster rund um
die Abstaststellen gewisse Regularitéitseigenschaften besitzt. In [11] wird auf die Klasse
So(R), die als Feichtinger’s Algebra bezeichnet wird, zuriickgegriffen. Diese Klasse ist
zwar ein wenig restriktiver, aber dennoch gut geeignet fiir unsere Zwecke.

Definition 6.3.1 (Feichtinger’s Algebra). Eine Funktion g € L*(R) gehort zu So(R),
wenn

llglls, == / / /g(t)gb*(t —x)e ™™ dt| drdy < oo, (6.1)

—00 —00 [e.9]

wobei ¢ eine (Fenster)funktion aus der Schwarz-Klasse der glatten und exponentiell ab-
fallenden Funktionen ist.

Auf den ersten Blick mag die Definition relativ kompliziert und einschréinkend aus-
sehen. Aber bei ndherer Betrachtung kann gesehen werden, dass das innere Integral im
Prinzip die Kurzzeitfouriertransformation von g mit Fenster ¢ ist. Die Bedingung Gl. (6.1)
ist somit die Bedingung an die Koeffizienten der Kurzzeitfouriertransformierten von g.
Ausserdem gibt es noch die einfache Bedingung:
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Theorem 6.3.2. Wenn g,q und g" € L'(R) so folgt, dass g € Sp(R).

Als Fenster fiir die periodischen Funktionen g € L?([0, L]) wird in [11] Sy([0, L]) =
A([0, L]) benutzt. Das ist die Menge der Funktionen im Intervall [0, L], die eine absolut
konvergente Fourierreihe besitzen: A([0, L]) = F 1 (Z).

6.4 Abtasten und Periodisierung

Wie schon in den vorigen Kapiteln ergibt sich die Periodisierung im Prinzip als Summe

iiber die verschobenen Fenster. Mit Fenstern aus Feichtinger’s Algebra kann gezeigt wer-

den, dass die abgetasteten und periodisierten Fenster auch beschrankte Normen besitzen.
Sei a > 0 und « € N. Die Abtastoperatoren sind dann durch

: So(R) = £1(Z) = Su(9) () = Vag(ja), j € Z,

1 C([0,aL]) = C" : Su(9)(j) = Vag(ja),j =0,...,L -1,
L) = LNZ) : Salg)(d) = Vag(ja),j € Z,

. Ct 5 Cr Sa(9)(j) = Vag(ja),j=0,...,L—1

SCPCI N

gegeben. Die Faktoren y/a, bzw. /a wurde eingefiihrt, um Abtastoperator und Dilati-
onsoperator zusammenzufassen.

Die Periodisierungsoperatoren ergeben sich fiir L > 0 durch

Py Sol®) = A(0, L)) : Puolg) (@) = 3 gl + kL), € [0; L],

Par + A([0, ML]) = A([0, L]) : Pu(g)(x) = Y _gla+ kM), z € [0, L],
kEZ
PL:lMZ) - C":Pulg)(j) =Y g(j+kL),j=0,....L—1,
kEZ
P CYE— CF Puy(9)(f) = ) g+ kM), j=0,...,.L—1,

6.5 Gaborsysteme

Nachdem die Translations- und Modulationsoperatoren definiert wurden, kénnen wir auch
Gaborsysteme fiir die jeweiligen Rdume definieren:

L*(R) : G(g,a,b) = {€mbTnal}mnez, wobel g € L*(R) und a,b > 0,

-----

mit ¢ € C*, o, 3, M, N € Nund Mb= Na = L.
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Zur Summierbarkeit der Gaborkoeffizienten ergibt sich

So(R) : Seien f,g € Sp(R) und a,b > 0. Dann gilt:
ST U £ Toag) | < 0.

mne”

A([0, L]) : Seien f,g € A([0,L]) und N, € N mit L = Na. Dann gilt:

N-1
Z Z | <f7 gmﬁﬁmg> | < Q.

meZ n=0

(Y(Z) : Seien f,g € ¢*(Z) und o, M € N. Dann gilt:

M-1
STS T Enpn Taag) | < o0

m=0 neZ

6.5.1 Wexler-Raz

Zur Erinnerung: Das Wexler-Raz Theorem gibt uns ein einfaches Kriterium zu zeigen,
wann zwei Besselfolgen G(g, a,b) und G(h,a,b) duale Frames bilden. In den verschiedene
R&umen lautet es:

1
L*(R) : p <h, Sm/aﬂ/bg> = OpOn, m,n € 7
N
L*([0, L]) - E <h7 5mN771M/Lg> = 0mOp,me€Z,n=0,...,6—1,

M
IMVAR - <h, Em/a’mMg> =0mop,m=0,....,.a—1,n €Z,

MN
CL: L <h7€mN7;1Mg>:5m(5n7m207"'7a_1’n:()""’ﬁ_1’

wobei a,b >0 und o, 5 € N, L = Na = Mp.

6.6 Zusammenhang der Frames zwischen den Ridumen

Angenommen wir haben einen Frame G(g, a, b) in einem Raum, und wollen diesen Frame
mittels Periodisierung und Abtasten in einen der drei anderen Réume transformieren. Die
néchsten Abschnitte stellen einen Zusammenhang zwischen den Gaborparametern in den
jeweiligen Rdumen her. Es ist anzumerken, dass die meisten Bedingungen hinreichend,
aber nicht unbedingt notwendig sind.

6.6.1 L*(R)— (*(Z)

Theorem 6.6.1. Seien g € So(R), M,a € N und G(g,a,+;) ein Gaborframe in L*(R)
mit kanonischem dualen Fenster g und Frameschranken A, B > 0.

Dann ist G(S19, a, %) ein Gaborframe fiir (2(Z) mit den selben Frameschranken und
mit dem kanonischen dualen Fenster 51g.

Der obige Satz deckt nur die Abtastung von g an ganzzahligen Stellen ab, und kann
mit Hilfe des Dilationsoperators verallgemeinert werden:
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Theorem 6.6.2. Seien g € Sy(R),a,b > 0 mit ab = §; fiir gegebene o, M € N, und
G(g,a,b) ein Gaborframe in L*(R) mit kanonischem dualen Fenster § und Frameschran-
ken A, B.

Dann ist G(Saja, o, 77) ein Gaborframe fiir (*(Z) mit selben Frameschranken und ka-
nonischem dualen Fenster S,/ag.

Es ist sogar moglich, einen Zusammenhang, zwischen den einzelnen Framekoeffizienten
herzustellen

Theorem 6.6.3. Seien f,§ € So(R),a,b > 0 mit ab = 3% fiir o, M € N. Seien ¢, und
dpn Framekoeffizienten der jeweiligen Darstellung

Cmn = <f> Embﬁza.g)[g(]m , m,n € Z,
dn = (Safafs EmpmiTraSajad) gy, m =0, ., M =1, n € Z

Dann gilt
dmn:Zcm_jM,n,m:O,...,M—l,nGZ.

JEZ
Beweis. Durch die Voraussetzungen im Satz und weil die Systeme Frames sind ist > ¢ jun
JEZ
konvergent. Nun gilt

> mirin = DS Em-jnanTrad) =

JEZ JEZ.

- Z <Da/o¢f7 g(m/M—j)b‘ﬁw‘D“/a§> -

JEZ.

= Z/Da/af m/M%aDa/ag( ))*€2ﬂijxd]}:

JEL

= Z]: a/af m/MﬁaDa/ag( )) ) (—Jj) =

= ZJT" a/af m/M’]:cha/ag( ))*) (j)

JEL

Mit der Poisson’sche Summenformel

ergibt sich

Z Cm—jMmn = Z Da/af (gm/MnaDa/ag)* (k) =

jez keZ

= <8a/af, gm/MﬁaSa/a§>€2(Z) = dyn-
[

Bemerkung: Der obige Satz beschréankt sich nicht nur auf das kanonische duale Fenster,
sondern kann auf alle dualen Fenster erweitert werden.
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Bemerkung: Es sei dariiber hinaus noch angemerkt, dass es sich bei einem Gaborframe
in (?(Z) wiederum um ein shiftinvariantes System handelt, und sich die Bedingungen in
dieser Hinsicht von L?(R) auf ¢?(Z) iibertragen, d.h. es ist wieder moglich die N x M
Matrix

zu betrachten:

Theorem 6.6.4. {g,,,} ist genau dann eine Besselfolge in (*(Z) mit Schranke B, wenn
Hy(v) fiir fast alle v € R eine beschrinkte lineare Abbildung von CM — CN mit Norm
< VNB ist.

Die Besselfolge ist genau dann ein Frame fiir (2(Z) mir unterer Schranke A, wenn
NAI < Hy(v)H;(v)
fiir fast alle v € R gilt.

Die Bedingungen fiir duale System lassen sich ebenfalls direkt iibertragen.

6.6.2 L2(R) — L*([0,L))

Theorem 6.6.5. Seien g € Sy(R),a,b > 0 mit ab = % fir N;b € N und G(g,a,b) ein
Gaborframe in L*(R) mit Frameschranken A, B und kanonischem dualen Fenster §.

Dann ist G(Pg g, a, B) ein Gaborframe fir L*(|0, %]) mit den selben Frameschranken
und dem kanonischen dualen Fenster Pgg.

Theorem 6.6.6. Seien f, g € Sy(R),a,b,> 0 mit ab = % fiir 8, N € N und ¢, und dp,p,
die jeweiligen Framekoeffizienten

Cmn = <f> gmb’];La§>L2(R) ,m,n € Z>
dmn = <7D,8/bf7 gmﬁ%apﬁ/b§>L2(0,,3/b) ,m c Z, n = O, Ce ,N — 1.

Dann gilt
A, = Zcmm,jN,m €Z,n=0,...,N—1.
ez
Theorem 6.6.7. Seien g € So(R),a,b > 0 mit ab = % fir B, N € N und G(g,a,b) ein

Gaborframe in L*(R) mit dualem Fenster h € So(R). Dann ist Pgph ein duales Fenster
f’dT g(P,B/bJ a, /8)

6.6.3 L*([0,L]) — Ct

Theorem 6.6.8. Secien g € A([0,L]),L,M,N,a,5 € N mit L = M = Na und
G(g,a, B) ein Gaborframe in L*([0, L]) mit kanonischem dual Fenster g und Frameschran-
ken A, B.

Dann ist G(S1g, a, B) ein Gaborframe fiir CE mit den gleichen Frameschranken und
dem kanonischen dualen Fenster S1g.

Der obige Satz kann auf andere Abtastintervalle verallgemeinert werden:
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Theorem 6.6.9. Seien g € A([0, L1]), Ly, M, N, s, € N mit Ly = Nay, Ly = M =
Nay und G(g, a1, 8) ein Gaborframe in L*([0, Ly]) mit kanonischem dual Fenster g und
Frameschranken A, B.

Dann ist G(S, /1,9, o2, 3) ein Gaborframe fir C'> mit den gleichen Frameschranken
und dem kanonischen dualen Fenster S, /r,9.

Fiir die Koeffizienten einer Darstellung gilt wieder

Theorem 6.6.10. Seien f,g € A([0, L1]), Lo, M, N,ap,b € N mit Ly = Noy und Ly =
Mb = Nay. Seien ¢y, und d,,, Koeffizienten einer Framedarstellung

Cmn = <f7 gmﬂ%al.é)LQ([o,LlD » M € Z,n = O, R N -1
A = (St1/r2f, EmsTnonSe1029) cr »m = 0,..., M —1,n=0,...,N — 1.

Dann gilt
o = Y _ Cmjritsm=0,... .M —1n=0,... . N—1
jEL
Fiir duale Fenster gilt:

Theorem 6.6.11. Seine g € A([0, L1]), Lo, M, N, 9,8 € N mit L1 = Nay und Ly =
MpB = Nag und G(g,a1,n) ein Gaborframe in L*([0, L1]) und h € A([0, L1]) ein duales
Fenster. Dann ist Sp, /r,h ein duales Fenster fiir G(Si, /1,9, 02, b).

6.6.4 (*(Z) — Ct

Theorem 6.6.12. Seien g € (*(Z), M,N,o,3 € N mit M3 = Na = L und G(g,, 57)
ein Gaborframe fiir (*(Z) mit kanonischem Dualfenster § und Frameschranken A, B > 0.

Dann ist G(Prg, a, 3) ein Gaborframe fiir CE mit den gleiche Frameschranken und
mit kanonischem Dualfenster Prg.

Theorem 6.6.13. Seien f,g € (*(Z), M,N,«,3 € N mit L = M3 = Na. Seien ¢, und
dpmn Koeffizienten einer Framedarstellung

Cmn = <f75m,87;za§>42(z),HEZ,m:O,...,M—1
dmn:<PLfagmB7;LaPL§>CL,m:O,...,M—1,n:07'“,N_1'

Dann gilt
Qi =D Cmmjn-m =0,..., M ~1n=0,... N—1
jez
Theorem 6.6.14. Seien g € (*(Z), M,N,a,3 € N mit M3 = Na = L. Sei G(g,a, %)
ein Gaborframe fiir (*(Z) mit Dualfenster h € €*. Dann ist Prh ein duales Fenster fiir
Q(PL, a, b)

6.7 L*(R)— C*
Theorem 6.7.1. Seien g € Sy(R), ab = % = und M= Na =L mito, 3, M,N,L €
R

N. Sei G(g,a,b) ein Gaborframe fir L?(R) mit Frameschranken A, B und kanonischem
Dualfenster g.

Dann ist G(PrSa/a9, @, B) ein Gaborframe fiir C¥ mit den gleichen Frameschranken
und dem kanonischen dualen Fenster PrSq/0g-
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Theorem 6.7.2. Seien f,g € So(R),a,b > 0 mit ab = % = 17 und M3 = Ma = L mit
a,B,M,N,L € N. Seien ¢, und d,,, Koeffizienten einer Framedarstellung

Cmn = <f7 Smbna.g)LZ(R) ,m,n c 7
dmn = <PLSa/O¢f7 gmﬁﬁlaPLsa/a§>(CL ,m = 07 . 7‘]\4 _ 1,TL — 07 B .,N 1

Dann gilt
dmn - Z CW—kJM,n—jNamZOM"aM_ 17n:07"'7N_ 1.
jker
Theorem 6.7.3. Seien g € Sy(R),ab= £ = & und M3 = Ma = L mit o, B, M, N, L €
N. Sei G(g,a,b) ein Gaborframe in L*(R) mit dualem Fenster h € Sy(R). Dann ist

PrSajah ein duales Fenster fir G(PrSa/ag, o, ).



Anhang A

Niitzliche Dinge

A.1 Zur Erinnerung: Definition und Sitze aus der
linaren Algebra

A.1.1 Vektorraum
Definition A.1.1 (Vektorraum). Sei V' ein Vektorraum iber C. Die Norm auf V' ist
eine Abbildung ||.|| : V' — [0, 00) mit

i) lll =0 & v =0,

(i) |lawl] = |l [[v]], Vo € V,a € C,

(1) ||v+w|| <||v|| + ||w]|, Vv, w € V.

A.1.2 Konvergenz

Eine Folge {v;}32, von Vektoren konvergiert gegen v wenn
l|lv — vg|| = 0O fiir k& — oo.
Eine Folge heifit Cauchyfolge, wenn es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, sodass
llok, — v]] < e wenn k,j > N.

Jede konvergente Folge ist automatische eine Cauchyfolge, die umgekehrte Richtung gilt
nur in wvollstindigen Raumen. Ein vollstdndiger Vektorraum mit Norm wird auch Ba-
nachraum genannt.
Eine Teilmenge W C V heifit dicht in V', wenn es fiir jedes v € V und jedes £ > 0 ein
w € W gibt, sodass
[l —wl[ <e.

Fiir eine (moglicherweise unendliche) Folge {v }72, wird die lineare Hiille span{v }32,
als die Menge aller endlichen linear Kombinationen von Vektoren vy definiert. Eine Folge
{Uk}kej, fir die

span{vg}il, =V

gilt, heilt wvollstdndige Folge. Ein normierter Vektorraum V', der eine abz#dhlbare und
dichte Teilmenge besitzt, heifit separabel.

105
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Eine lineare Abbildung U zwischen Banachrdumen V und W (Operator) heifit be-
schrinkt oder stetig, wenn es eine Konstant C' gibt, sodass

Uv||lw < Cllvl|v, Vv e V.
Die Norm eines Operators wird iiber die Einheitskugel definiert und ist

Ul := sup [|Uv]].

llvf|=1

Theorem A.1.2 (Prinzip der gleichméBigen Beschrianktheit). Sei U, eine Folge von
beschrinkten Operatoren, die punktweise gegen eine Abbildung U konvergiert. Dann ist

auch U linear und beschrinkt. Dariber hinaus ist die Folge der Normen ||U,|| beschrinkt
und ||U|| < liminf ||U,]].

Theorem A.1.3. Ein beschrinkter lineare Operator zwischen zwei Banachrdumen hat
ein beschrdinktes Inverses.

Theorem A.1.4 (Satz von Neumann). Sei U : V' — V' ein beschrinkter Operator fir
den ||U — Id|| < 1 gilt. Dann ist U invertierbar und

[e.9]

U™t =Y (1d-U)".

k=0

A.1.3 Hilbertraum

Definition A.1.5 (Hilbertraum und inneres Produkt). Ein Hilbertraum H ist ein Ba-
nachraum, dessen Norm durch ein inneres Produkt induziert wird. Fin inneres Produkt
ist eine Abbildung von H x H — C mit

(1) {au+ pv,w) = a(u,w) + B (v,w),

(i) (v,w) = (w, u),
(1ii) (v,v) > 0,Yv € H, wobei (v,v) =0 v =10
Jeder Vektorraum mit innerem Produkt kann auf diese Weise mit einer Norm

[0l == ((v,0))""?
versehen werden.
Theorem A.1.6 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichgung). Sei H ein Hilbertraum, dann
qgilt:
(v, w)] < | [[w]], Vv, w € H, (A.1)

Das orthogonale Kompliment eines Unterraums U C ‘H wird iiber

Ut ={wecH: (v,w)=0YveU}.

Ein wichtiger Satz fiir Hilbertraume ist der Rieszsche Darstellungsatz
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Theorem A.1.7 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei A : H — C eine stetige lineare
Abbildung. Dann existiert ein eindeutiges w € H mit

Av = (v,w) ,Yv € H.
Damit folgt aber auch gleich
(u,w) = (v,w) ,Yw € H < u =v.

In Hilbertrdumen gibt es auch einen netten Zusammenhang zwischen der Norm eines
Vektors und dem inneren Produkt iiber die Einheitskugel

Lemma A.1.8. Fir jedes v € H gilt:

Beweis. Die eine Richtung ergibt sich aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Fiir
die zweite Richtung verwenden wir
)
v, — ).
]|

1olI* = (v, v)| = [vl|

A.1.4 Operatoren

Definition A.1.9 (Adjungierter Operator). Fir einen beschrinkten Operator U : Hi —
Ho zwischen zwei Hilbertraumen wird der adjungierte Operator U* als der eindeutige
Operator definiert, fiir den gilt:

(Urv,wyy, = (v, Uw),, -
Lemma A.1.10. Sei U : Hy — Ho ein beschrinkter Operator. Dann gilt:
(i) Ul = 1O, \ou-| = [|U|P?,

(ii) Der Wertebereich R (U) von U ist genau dann in Ha abgeschlossen, wenn der Wer-
tebereich R (U*) in H, abgeschlossen ist.

Definition A.1.11. Ein beschrdnkter Operator U : H — H heifit unitéir, wenn
vu*=0"U = 1d,

bzw. wenn

(Uv,Uw) = (u,w) .
Der Operator heifit selbst adjungiert, wenn U* = U. In diesem Fall gilt auch

WUIl = sup [(Uz,z)].

||| |=1

Wenn wir mittels

U, <U, & <U1’U,’U> < <U2U,U> ,V’U eH

eine Ordnung einfiihren gilt aulerdem
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Lemma A.1.12. Seien Uy, Us, und Us selbst adjungierte Operatoren, Uy < Us,, und
Us > 0. Wenn Us mit Uy und Uy kommutativ ist, dann gilt auch U;Uz < UsUs.

Lemma A.1.13. Sei U : H — H ein beschrinkter Operator mit (Uv,v) = 0. Dann ist
U =0 falls

(i) H ein Hilbertraums tber C ist,
(i) H ein Hilbertraum iber R ist, und U selbst adjungiert ist.
Beweis. Im Fall eines komplexen Vektorraums benutzen wir
4(Uv,w) = (Uw+w),v+w)— (Ul —w),v—w)+
+i(U(v+iw,v +iw) —i(U(v — iw,v — iw) .

Das bedeutet, is (Uv, v, =)0 fiir alle v € V| so ist (Uv, w) = 0 fiir alle w € H und damit
U=0.

Fiir einen reellen Vektorraum arbeiten wir iiber die orthonormale Basis {e;}32, des
Hilbertraums!

0= (Uler +e;),er+e;) = (Uer,ex) + (Uej, e;) + (Uey, e5) + (Uej, ex) =
= (Uey, e;) + (e;,Uex) =2 (Uex, e;)
Der Rest folgt z.B. aus dem Riesz’schen Darstellungssatz. O]

Das im reellen Fall die Selbstadjungiertheit von U wichtig ist, zeigt das Beispiel von

R? und
0 1
(o)
A.1.5 Pseudoinverse und orthogonale Projektion

Definition A.1.14. Ein Operator heifit positiv, wenn (Uv,v) > 0,Yv € H, in diesem
Fall lisst sich die Wurzel als Operator W? = U definieren.

Definition A.1.15. Fiir eine beschrinkten Operator U : Hi — Ho wird die Funktion Ut :
Hy — Hy mit UUNw = v,Yv € R(U) (Rechts)Pseudoinverse des Operator U genannt.
R (U) definiert hierbei den Wertebereich von U.

Es kann dariiber hinaus gezeigt werden, dass jeder beschréankte Operator U eine Pseu-
doinverse besitzt.

Lemma A.1.16. Sei U : Hy — Hso ein beschrdankter Operator mit abgeschlossenem
Wertebereich. Dann gilt

(i) Die orthogonale Projektion von Hy auf R (U) ist durch UUT gegeben,
(ii) Die orthogonale Projektion von H; auf R (UT) ist durch UTU gegeben,
(iii) U* hat einen abgeschlossenen Wertebereich und (U*)" = (uh)’,

(iv) Auf R (U) lisst sich die Pseudoinverse tiber
Ut =ur (U

definieren.

!Jeder Hilbertraum hat eine Basis und durch das innere Produkt kann eine Orthonormalisierung (vgl.
Gram Schmidt) durchgefiihrt werden.
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A.2 Vertrauschbarkeit von Operatoren

Hin und wieder werden wir fiir Beweise Limes, Summe und Integrale vertauschen miissen.
Im Folgenden werden hinreichende Kriterien angegeben, wann dies erlaubt ist.

A.2.1 Vertausch Integral und Summe

Lemma A.2.1 (Fatou). Sei f, : R — [0,00]|,n € N eine Folge messbarerer Funktionen.
Dann ist auch liminf,,_.., messbar, und es gilt:

/liminffn( dx<hm1nf/fn
n—o0 n—00

Theorem A.2.2 (Majorantenkriterium) Seien {ck}k L und {gr}o2, zwei komplex wertige

Folgen. Gilt |cx| < gk, dann folgt, dass Z lex] < Z qx- Gilt dariber hinaus Z qr < 00
k=1 k=1 k=1
so st {cx}72, absolut summierbar.

Theorem A.2.3 (Riemannscher Umordnungssatz). Sei {c;}72, eine konvergente Reihe,
die aber nicht absolut konvergent ist. Dann gibt es zu jedem r € R eine Umordnung,
sodass die umgeordnete Reihe gegen r konvergiert.

Zusammenfassend:

Als hinreichendes Kriterium gilt: Seien fy € L'(Q) und gilt f = Y fi . Gilt [ D" |fi] <
k=1
00, bzw. Y [|fi| < oo, dann folgt daraus, dass

A;ﬁ:M—Z/ﬂ

d.h. Summe und Integral darf vertauscht werden.

A.2.2 Limes und Integral

Theorem A.2.4 (Majorisierte Konvergenz). Sei fi € L'(2) eine Folge messbarer Funk-
tionen und gilt fr — f punktweise. Existiert eine Majorante h, d.h. gilt |fx| < h und gilt
fQ h < 0o, dann ist [ integrierbar und

Jir=sl—0 uma [ [ 1

Die Familie heifit ibrigens majorisiert integrierbar. Limes und Integral diirfen vertauscht

werden
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A.2.3 Vertausch Ableitung Integral

Theorem A.2.5. Sei X € RP offen, und Y € RY kompakt. Sei f : X XY — R stetig.
Dann ist auch

F:X —RmitF(x /fa:y

stetig. Ist f stetig differenzierbar bzgl. x;, so ist auch I stetig differenzierbar bzgl. x;,

und es gllt
.27 d
9 i / y Y,

d.h. Ableitung und Integral sind vertauschbar.

D.h. insbesondere bei eigentlichen Integralen f : [a,b] X [c,d] — R gilt: Ist f stetig
auf [a, b] x [c,d], so ist auch

d
:/ f(z,y)dy, x € [a,b]

stetig, und es gilt

/abﬂx)dx N /ab /cdf(x’y)dydx = /cd /abf(x,y)dfcdy-

Ist f auf = € [a, ] stetig partiell nach x differenzierbar, dann ist auch F stetig differen-

zierbar und
d d d af
= %/C f(fﬂ,y)dy—/c %(x,y)dy

Seien die Funktionen f : [a,b] X [¢,00) — R und f, = % stetig auf [a, b] X [¢, 00). Gibt
es dariiber hinaus eine Funktion ¢ : [¢, 00) — R mit

|f(z,y) + fe(z,y)| < g(y), Y(z,y) € [a,b] X (c,00)

und gilt [ g(y)dy < oo, so ist

— /Oo f(z,y)dy,z € [a,]

= /COO fo(z,y)dy

Sei f stetig auf einem Intervall I = [a,b] C R", so gilt

/f d:v—/n f:vl,...,xn)d:xl...dxn,

wobei die Integrationsreihenfolge auf der rechten Seite beliebig vertauscht werden darf.

stetig differenzierbar und
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A.2.4 Uneigentliche Integrale erster Art

Definition A.2.6. Sei B C R"™ ein unbeschrdankter Bereich und sei f tiber jede be-
schrankte Teilmenge integrierbar. Wenn fiir jede beliebige Bereichsfolge {By}3>, mit

limy_,oo Bx = B der Limes
lim / f(z)dz
k—oo Bk

existiert, und der Grenzwert von der Wahl der Folge unabhdingig ist, sagen wir, dass das
uneigentliche Integral erster Art konvergiert und setzen

k—o0 B

/Bf(x)dx = lim f(z)dz

Theorem A.2.7. Sei f(x) > 0 auf einem (unbeschrinkten) Gebiet B. Dann folgt aus
der Existenz des Grenzwertes

lim f(z)dz

k—o0 By

fiir eine Folge { By }32, bereits die Konvergenz des uneigentlichen Bereichsintegrals.

Definition A.2.8. Ein uneigentliches Integral fB x)dx heifft absolut konvergent, wenn

[ 1@l <o

Theorem A.2.9. Sei 0 < ) Vo € B. Konvergiert fB x)dx, so konvergiert

f(z) < h(z
aucth x)dx unde ng h(x

Theorem A.2.10 (Fubini-Tonelli). Sei f(x,y) auf A x B messbar, und gilt

/ (@ y)ld(z,y) < oo
AxB

so gilt auch

/A/Bf(I,y)dydx:/B/Af(x,y)dxdy: AXBf(x,y)d(Ly).

Theorem A.2.11 (Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit). Seien X ein Banach-
raum, N ein normierter Vektorraum und F eine Familie stetiger, linearer Operatoren
von X — N. Dann folgt aus der punktweisen Beschrdinktheit

sup{ ||[T'(x)|| : T € F} < oo fir allex € X
die gleichmdflige Beschranktheit

sup{||T]|: T € F } < .
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A.3 Translation, Modulation und Fouriertransforma-
tion

Definition A.3.1. Drei der hdufigsten Operatoren in der Signalverarbeitung sind:

Translationsoperatoren: 7, : L?*(R) — L*(R) : f(z) — f(z —a),a € R.

Modulationsoperatoren: &, : L*(R) — L*(R) : f(x) — e*™®* f(z),b € R.

Dilationsoperatoren: D, : L*(R) — L*(R) : f(z) — %ﬁf <§> ,y € R,

Definition A.3.2 (Fourierreihe). Sei f(z) eine periodische Funktion mit Periodenlinge
L. Die Fourierreihe fir f(x) ist formal als

ag > 2mn . 2mne
f(x)NEJr;(ancos( 7 )ernsm( 7 )),

definiert, bzw. in kompakterer komplexer Notation

o

s
T) ~ E cre’™ L.

k=1

Die Koeffizienten ¢y, € C ergeben sich durch

L
_ %/O f(ft)e_%rik%. (AQ)

Definition A.3.3 (Fouriertransformation). Sei f(z) in ganz R integrierbar, 2.B. f(x) €
LY(R). Die Fouriertransformation f(v) = F(f)(v) von f(x) ist definiert als:

_ /_ Z F(x)e 2 dy.

Ist f (v) integrierbar, gilt fir die inverse Fouriertransformation:

= / fw)er e dy.

A.3.1 Einige Zusammenhinge in L*(R)

f’(’];f) — Lofof(l‘—a,)eiwriyxdxz Tf(l, —27iv(z+a) =& Jf(f)

gbf f f 27r1b:p6727riuzdl. — ,be(f)

e}

F(D.f) = \k f f(z/c)e e dy = \/c 70 f(x)e>™verdy = Dy F(f).

oo

= T r@e et = (T o) = myr o
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:_7‘0 f( 27””de— J’ f 27711/ w)dyzf(_l.)

o F(fxg)=F(f)F(9)-

o F(fg) =F(f)* F(g)-

o T&of =T, (¥ f(x)) = ™" f(z — a) = e P E T, f.
o Dbyf = Dec®™ f(x) = fe™/ < f(x/c) = &/ Def.

* DTaf = Def(v = a) = fof (w/c = a) = Jof(w/c = cafe) = TurDef.

o (T.f,g) = ffx—a x)dr = ff g (x+a)=(f,T_w9).

(& f,9) f [l e?mibr — f f(@)g*(z) (e Qﬂbz)* = (f,€-49).



114 ANHANG A. NUTZLICHE DINGE



Literaturverzeichnis

1]

P. Balazs, N. Holighaus, T. Necciari, and D. T. Stoeva. Frame theory for signal
precoessing in psychoacoustics. In Fzcursions in Harmonic Analysis Vol. 5. The Fe-
bruary Fourier Talks at the Norbert Wiener Center, pages 225-268. Springer, Basel,
2017.

P. Balazs, C. Kasess, W. Kreuzer, T. Maly, Z. Prusa, and F. Jaillet. Anwendung von
Rahmen-Multiplikatoren fiir die Extraktion von Kurvenquietschen von Zugsaufnah-
men. FElektrotech. Inftech, 2021.

Z. Chen and H. Waubke. A formulation of the boundary element method for acoustic
radiation and scattering from two-dimensional al structures. Journal of Computa-
tional Acoustics, 15(3):333 — 352, 2007.

O. Christensen. Frames and Bases. An Introductory Course. Birkhéuser, Boston,
Basel, Berlin, 2008.

I. Daubechies. Ten Lectures of Wavelets. Springer, 1992.

Ingrid Daubechies, A. Grossmann, and Y. Meyer. Painless nonorthogonal expansions.
Journal of Mathematical Physics, 27(5):1271-1283, 1986.

Richard James Duffin and A. C. Schaeffer. A class of nonharmonic fourier series.
Transactions of the American Mathematical Society, 72:341-366, 1952.

K. Grochenig. Acceleration of the frame algorithm. IEEE Transactions on Signal
Processing, 41(12):3331-3340, 1993.

A. J. E. M. Janssen. Representations of Gabor frame operators, pages 73—101. Sprin-
ger Netherlands, Dordrecht, 2001.

S. Mallat. A Wawvelet Tour of Signal Processing. Academic Press, San Diego, 01
1999.

P. Sgndergaard. Gabor frames by sampling and periodization. Advances in Compu-
tational Mathematics, 27(4):355-373, 2007.

115



